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Matbematik bis mr Physiologie umfassen und werden Abbandliingen 
au3denGebietenderMatheinatik,Astronomie,Pbysik,C]iemie 
(einechlieselicb Ery stallkun de] und Physiologie enthalten. 

Die allgemeine Redaktion führt von jetîl ab Professor 
Dr. Arthur von Oettingen (Leipiig); die einzelnen Ausgaben 
werden dureb berTorragende Vertreter der betreffenden Wissen- 
schaften besoi^ werden. Die Leitung der einzelnen Abtheilungen 
flbemahmeni für Astronomie Prof. Dr. Bruna {Leipzig), für Mathe- 
matik Prof. Dr. Wangerin (Halle), für Krystalîkunde Prof. Dr. 
Groth (München), für Pflanz en physiologie Prof. Dr. W. Pfeffer 
(Leipzig), für Chemie Prof. Dr. W, OetWiild (Leipzig). 
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auflösbarer Gleichungen. Herausgegeben von Alfred Loewy. 
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Darstellende Geometrie 



Gaspard Monge. 

Paris 1798, 



[5] Erster Theil. 

Aafgaie und Methode der darstellenden Geometrie. 
Elementare Anfgaben. 

Aufgabe der darstelleadeu Geometrie. 

1. Die Aufgabe der darstellenden Geometrie ist eine zwei- 
fache. Erstens soll sie die Methoden liefern, um auf einem 
Zeichenblatte, welches also nur zwei Dimensionen, Länge und 
Breite hat, alle Kaumgebilde, welche deren drei, nämlich 
Länge, Breite und Höhe haben, abzubilden, voransgeaetat, dass 
diese Gebilde streng definirt werden können. 

Zweitens soll sie das Verfahren lehren, um aus einer ge- 
nauen Zeichnung die Gestalt der Raumgebilde erkennen nnd 
alle Sätze, welche aus der Gestalt nnd der gegenseitigen Lage 
der Raumgcbilde folgen, ableiten zu können. 

Wir werden zunächst die durch eine reiche Erfahrung ent- 
deckten Methoden, um die erste dieser beiden Aufgaben zu 
lösen, angeben u«(l dann zeigen, auf welche Weise die Lösung 
der zweiten Aufgabe erreicht wird. 



Betrachtungen Über die Bestimmung der Lage 
eines Punktes im Eanme, Projectionsmethode, 

2. Da man die Oberflächen aller Eaumgebilde als Träger 
von unendlich vielen Punkten betrachten kann, so mnss der 
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4 Gaspard Monge. 

erste Schritt, welchea wir zur En'eichung unseres Zieles fkun, 
dahin gerichtet sein, das Verfahren anzugeben, durch welches 
sich die Lage eijies Punktes im Räume bestimmen lässt. 

Der Eaum ist unbegrenzt; alle seine Theile sind einander 
vÖl% ähnlich und besitzen keinerlei Unterscheidungsmerkmale. 
Keiner derselben kann daher daan dienen , die Lage eines 
Punktes im Räume anzugeben. 

Will man also die Lage eines Punktes im Räume defi- 
niren, so muss man dieselbe nothwendiger Weise auf beliebige 
andere bestimmte Gebilde des Raumes beziehen ; diese letz- 
teren Gebilde müssen ihrer Lage nach sowohl demjenigea, 
welcher die Lage des Punktes angiebt, als auch dem, welcher 
diese Angabc verstehen will, genau bekannt sein. Damit 
aber das [6] Verfahren selbst leicht anwendbar wird, müssen 
diese Gebilde möglichst einfache sein und muss sich ihie Lage 
sehr leicht vorstellcE lassen. 

3. Unter a]len einfachen Gebilden wählen wir diejenigen 
aus, welche die grössere Bequemlichkeit für die Bestimmung 
der Lage eines Punktes darbieten. Weil nun die Geometrie 
kein einfacheres Gebilde als den Punkt aufzuweisen hat, so 
untersuchen wir zunächst, zu welcher Art von Betrachtungen 
man geführt wird, wenn man, um die Lage eines Punktes P 
zu bestimmen, ihn zu einer bestimmten Anzahl anderer Punkte, 
deren Lage bekannt ist, in Beziehung bringt. Um dieser Dar- 
legung grössere Durchsichtigkeit geben zu können, bezeichnen 
wir die ihrer Lage nach bekannten Punkte mit den aufein- 
anderfolgendeu Buchstaben Ä, B, C, . . . . 

Neiimen wir zuerst an, dass der Punkt P, gemäss der 
Definition seiner Lage, ein Meter Abstand von dem bekannten 
Punkte A habe. 

Wie Jedermann weiss, besitzt die Kugeloberfläche die 
Eigenschaft, dass alle ihre Punkte gleichweit von ihrem Mit- 
telpunkte entfernt sind. Der vorstehende Theil der Definition 
sagt mithin ans, dass dem Punkte P, dessen Lage zu bestim- 
men ist, dieselbe Eigenschaft zukommt , wie allen Punkten 
einer Kugelfläehe, deren Mittelpunkt der Punkt j1 und deren 
Radius ein Meter lang ist. Die Punkte dieser Kugelfläche 
sind aber die einzigen Punkte in dem ganzen Räume, welchen 
die geforderte Eigenschaft zukommt; denn alle Punkte des 
Raumes, welche in Bezug auf den Mittelpunkt A dieser Kugel 
jenseits ihrer Obei-fläehe liegen, sind vom Mittelpunkte weiter 
als ein Meter, nnd alle Punkte, welche zwischen dem Mittel- 
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Daratellende Geometrie. 5 

pnnkte A und der Kugeloberfläche liegen, sind von ^1 weniger 
als ein Meter entfernt. Es haben also nicht nur alle Punkte 
der Kugeloh erflache die verlangte Eigenschaft, sondern sie 
smd zugleich die einzigen, welche sie haben. Hieraus folgt 
sehliesalieh, dass der zu bestimmende Punkt P einer der 
Punkte der Kugeloberfläehe ist, deren Mittelpunkt im Pnnkte A. 
Hegt und deren Radius ein Meter lang iat. Dadurch ist der 
Punkt P jetzt zwar von unendlieh vielen anderen Punkten des 
Kanmes unterschieden, aber er ist noch mit allen Punkten der 
Kugeloberfläehe vermengt , und es sind daher noch weitere 
Bedingungen nöthig, um ihn unter diesen Punkten herausfinden 
zu können. 

Nehmen wir dann weiter an , dass nach der Definition 
seiner Lage der Punkt P zwei Meter Abstand von dem zweiten 
Punkte -B habe. 

Stellt man für diese zweite Bedingung die gleiche Über- 
legung an, wie für die erste, so muss der Punkt P einer von 
den Punkten der Oberfläche einer zweiten Kugel sein, deren 
Mittelpunkt Im Punkte JÜ liegt und deren Kadina zwei Meter 
Länge hat. [7] Da nun der Punkt P gleichzeitig auf der 
Oberfläche der ersten und der zweiten Kugel liegen muss, so 
kann er jetzt nur noch mit den Punkten, welche beiden Flä- 
chen gemeinsam sind und also auf ihrer Schnittcurve liegen, 
vermengt sein. Selbst wer nur wenig mit geometrischen Be- 
trachtungen vertraut ist, weiss aber, dass der Durchschnitt 
zweier Kngelflächen die Peripherie eines Kreises ist, dessen 
Mittelpunkt auf der die beiden Kugchnittelpunkte verbindenden 
Geraden Hegt und dessen Ebene senkrecht auf dieser Geraden 
steht. Auf Grund der gestellten zwei Bedingungen ist der 
gesuchte Punkt jetzt von allen andern Punkten, welche auf 
den beiden Kngelflächen liegen, unterschieden und kann nur 
noch mit allen Punkten der Peripherie des Schnittkreiaes beider 
Kugeln vermengt sein; alle diese letzteren Punkte und nui' 
sie allein erfüllen die beiden gestellten Bedingungen. Mithin 
ist noch eine dritte Bedingung nothwendig, um den Punkt P 
von allen diesen Punkten unterscheiden zu können. 

Nehmen wir schhesshch an, dass der Punkt P drei Meter 
von einem dritten bekannten Punkte entfernt seL 

Diese dritte Bedingung weist dem Punkte P seinen Platz 
auf einer dritten Kugelfläche an, deren Mittelpunkt der Punkt G 
und deren Radius drei Met«r lang ist. Da wir nun wissen, 
dass er auch auf der Peripherie eines seiner Lage und Grösse 



Hosted by 



Google 



6 Gaspard Monge. 

nach bekannten Kreises liegt, ao muas er, um gleichzeitig allen 
drei geatellten Anforderangen an gentigen, einer der Punkte 
sein, welche die Peripherie des Kreises 'uad die drifte Kugel- 
fläche gemeinsam haben. Da sich nun die Peripherie einea 
Ki'eiaea und eine Kngelfläehe bekanntlich nur in zwei Punkten 
achneiden können, ao iat der Punkt P durch diese drei Bedin- 
gungen von allen anderen Punkten des Eanmes unterschieden 
nnd kann nur einer der beiden so bestimmten Punkte sein. 
Giebt man noch an, aitf welcher Seite der durch die drei Kugel- 
mittelpunkte A, B nnd C gehenden Ebene der Punkt P liegen 
soll, so ist er völlig bestimmt nnd kann mit keinem andern 
Punkte des Raumes mehr verwechselt werden. 

Ana dieser Dariegnng ersieht man aber, dass die Betrach- 
tungen, zu denen man geführt wird, wenn man zur Bestim- 
mung der Lage eines Punktes im Eaume aeine EntferniiDgen 
von anderen bekannten Punkten, deren man dazu drei nöthig 
hat, benutzt, nicht einfach genug sind, nm als Grundlage für 
häufig benutzte Verfahren dienen zu können. 

4. Untersuchen wir nun, zu welchen Betrachtungen man 
geführt wird, wenn man einen Punkt, statt auf drei andere 
bekannte Punkte, auf drei ihrer Lage nach gegebene Gerade 
bezieht. 

[8] Wir bemerken zuvor, daas eine gerade Linie niemala 
als begrenzt angesehen werden soll, sondern nach beiden Rich- 
tungen unbegrenzt weit verlängert werden kann. 

Der Einfachheit wegen bezeichnen wir die Geraden, welche 
wir gebrauchen müssen, der Beihe nach mit a, b, c, .... 

Wenn ans der Definition der Lage eines Punktes P folgt, 
daas er z. B. einen senkrechten Abatand von einem Meter 
von der ersten bekannten Geraden a haben muaa, so besagt 
dies, dass er auf der Oberfläche eines nach beiden Seiten sich 
ina Unendliche erati'eckenden geraden Kreiscylindera , dessen 
Axe die Gerade a und dessen Radius ein Meter lang ist, liegen 
muss; alle Punkte dieser Fläche nnd nur sie allein besitzen 
die dnieh die Definition geforderte Eigenschaft, Polglich ist 
der Punkt von allen ansserhalb der Cylinderfläche wie auch 
von allen im Innern des Cylindera gelegenen Punkten des 
Raumes unterschieden und kann nur noch mit den Punkten 
der Cylindei-fläebe selbst, von welchen man ihn auf Grund 
■weiterer Bedingungen unterscheiden kann, vermengt sein. 

Nehmen wir also an, d^a der gesuchte Punkt P ferner 
zwei Meter von einer zweiten Geraden b entfernt sei, ao er- 
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kennt man in gleicher Weise, daas er anf der Oberfläche eines 
zweiten geraden Kreiacylindera, dessen Axe die Gerade b nnd 
und dessen Radius zwei Meter lang ist, liegen muaa, nnd dass 
er ein beliebiger Punkt dieser zweiten Cylinderfläche sein kann, 
wenn man nur die zweite Bedingung ins Ange fasst. Nimmt 
man aber beide Bedingungen zusammen, so muss der gesuchte 
Punkt P gleichzeitig auf dem ersten und dem zweiten Cylinder 
liegen und kann mithin nur einer der beiden Flächen gemein- 
samen Punkte, d. h. ein Punkt ihrer Schnittcurve sein. Diese 
Curve, auf welcher der Punkt liegen muss, hat aber an der 
Ki'Ummung sowohl der ersten als der Kweiten. Cylinderfäche 
Antheü und gehört daher im Allgemeinen zu den sogenannten 
Curven doppelter Krümmung. 

Um nun den gesuchten Punkt von allen andern Punkten 
dieser Curve zu unterscheiden, ist eine dritte Bedingung noth- 
wendig. 

Nehmen wir also schliesslich an, dass die gegebene De- 
finition für den gesuchten Punkt P einen senkrechten Abstand 
von drei Meter von einer dritten Geraden c vorschreibe. 

Diese neue Bedingung sagt ans, dass der Punkt P auf der 
Oberfläche eines dritten geraden Kre iscy linder s , dessen Ase 
die dritte Gerade e und dessen Kadius di-ei Meter lang ist, 
liegen muss. [9] Fasst man alle drei Bedingungen zusammen," 
so kann der Punkt nur einer von denjenigen sein, welche so- 
wohl der Obei-fläche des dritten Cylinders als auch jener Curve 
doppelter Krümmung (der Schnittlinie der beiden ersten Cy- 
linder) angehören. Nun wird im Al^emeinen aber diese Curve 
von der dritten Cylinderfläche in acht Punkten geschnitten, 
folglich sagen die drei gegebenen Bedingungen nur aus, dass 
der gesuchte Punkt P einer dieser acht Punkte ist, unter wel- 
chen man ihn nur auf Grund von weiteren besonderen Bedin- 
gungen - — ähnlich derjenigen, welche in dem vorigen Para^ 
graphen als Beispiel angeführt wurde — näher bestimmen kann. 

Es zeigt sich also, daas die Betrachtungen, zu welchen die 
Bestimmung der Lage eines Punktes im Räume auf Grund der 
Kenntniss seiner Entfernungen von drei bekannten geraden 
Linien Anlass gegeben hat, noch weit weniger einfach sind, 
als jene früheren, welche sich auf seine Entfernungen von 
drei Punkten bezogen; folglich können diese jetzigen Betrach- 
tungen noch weniger zur Grundlage von Methoden dienen, 
welche häufig benutzt werden sollen. 

5. Unter den einfachen Gebilden, welche die Geometrie 
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betrachtet, stehen in erster Linie: 1) der Pnnkt, welcher keine 
Dimension besitzt; 2) die gerade Linie, welche nur eine Di- 
mension hat; 3) die Ebene, welche deren zwei besitzt. Unter- 
suchen wir daher, oh ea nicht einfacher ist, die Lage eines 
Punktes dnrch die Angabe seiner Entfernungen von bekannten 
Ebenen zu bestimmen, als dazn seine Entfernungen von Punkten 
oder geraden Linien zu verwenden. 

Nehmen wir also an, dasa nna einander nicht pavailele 
Ebenen ihrer Lage im Eanme nach gegeben seien, und be- 
zeichnen wir dieselben der Reihe naeh mit den Buchstaben 

A, B, r, 

Wenn nnn der Punkt P, gemäss der Definition seiner 
Lage, z. B. ein Meter von der ersten Ebene A entfernt sein 
muss, ohne dass näher angegeben ist, auf welcher Seite dieser 
Ebene er liegt, so besagt dies, dass er einer der Punkte der 
beiden zu A parallelen Ebenen ist, welche auf beiden Seiten 
derselben im Abstände von einem Meter Hegen. Denn alle 
Punkte dieser beiden parallelen Ebenen genügen der gestellten 
Bedingung und sind zugleich vmter allen Punkten des Raumes 
die einzigen, welche ihr genügen. 

Um nun von allen Punkten dieser beiden Ebenen den- 
jenigen, dessen Lage man bestimmen will, zu unterscheiden, 
■ mnss man noch weitere Bedingungen zu Htilfe nehmen. 

[10] Setzen wir zweitens fest, dass der gesuchte Punkt P 
zwei Meter Abstand von der zweiten Ebene B habe. Er muss 
dann in einer der beiden Ebenen Hegen, welche auf beiden 
Seiten von B in dem Abstände von zwei Meter dieser Ebene 
parallel laufen. Um den beiden Bedingungen gleichzeitig zu 
geniigen, muss der Punkt P mithin sowohl in einer der zu A, 
als iu einer der zu B parallelen Ebenen und folglich auf dem 
gemeinsamen Durchschnitte dieser vier Ebenen liegen. Vier 
einander paarweise parallele und ihrer Lage nach bekannte 
Ebenen schneiden sich aber in vier parallelen Geraden, deren 
Lage ebenfalls bekannt ist. Berücksichtigen wir also gleich- 
zeitig beide Bedir^ngen, so ist der Pnnkt nicht mehr mit 
aUen Punkten des Raumes vermeint, auch nicht mehr mit 
allen Punkten von vier Ebenen, sondern nur noch mit den 
sämmthchen Punkten von vier geraden Linien. 

Wenn schliesslich der Punkt noch einen senkrechten Ab- 
stand von drei Meter von der dritten Ebene F haben soll, so 
sagt diese Bedingung aus, dass er in einer der beiden Ebenen, 
welche auf beiden Seiten von F in drei Meter Abstand laufen, 
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liegen miiss. Auf Grund aller drei Bedingungen muss der 
gesuchte Pnukt P mithin in eiuer dieser beiden letzten parallelen 
Ebenen und auf einer der vier Geraden, in welchen sich die 
vier ersten Ebenen schneiden, liegen; folglich kann er nur 
eiuer von den Punkten sein, welche die beiden Ebenen mit 
den vier Geraden gemeinsam haben. Da nun aber jede der 
beiden parallelen Ebenen mit jeder der vier parallelen Ge- 
raden einen Punkt gemeinsam hat, ae giebt ea im Ganzen 
acht Punkte des Raumes, welche gleichzeitig den gestellten 
drei Bedingungen genügen. Der gesuchte Punkt P kann also nur 
einer dieser acht Punkte sein, unter welchen man ihn nur mit 
Hülfe von einigen besonderen Bedingungen heraus erkenn en kann. 

Hat man z. B. bei der Angabe der Entfernung des Punktes 
P von der ersten Ebene A auch gesagt, nach welcher Rich- 
tung in Bezug auf diese Ebene der Abstand genommen werden 
soll, so ist von den früheren zwei zu A parallelen Ebenen 
nur noch eine in Betracht zu ziehen, nämlich die auf der- 
jenigen Seite von A, nach welcher der Abstand gemessen 
werden soll, liegende Ebene. In gleicher Weise schliesst man 
eine der beiden zu B parallelen Ebenen aus, wenn man angiebt, 
in welcher Richtung in Bezug auf die zweite Ebene der Abstand 
gemessen werden soll, und es giebt dann nur eine Ebene, 
deren sämmtliehe Punkte der zweiten Bedingung genügen. Ver- 
einigt man nun diese Bedingungen, so kann der Punkt P nicht 
mehr auf den vier Sehnittgeraden [11] von vier, paarweise ein- 
ander parallelen Ebenen, sondern nur noch auf der Schnitt- 
geraden zweier Ebenen liegen, und letztere ist ihrer Lage nach 
bekannt, Giebt man scblieaslich auch an, auf welcher Seite der 
dritten Ebene f der Punkt P liegen soll, so giebt es ebenfalls 
nur eine Ebene, deren sämmtliehe Punkte der dritten Bedingung 
genügen. Um nun den drei Forderungen gleichzeitig zu ent- 
sprechen, muss der Punkt P in dem Schnittpunkte dieser dritten 
Ebene mit der einzigen Geraden, in welcher sich die beiden 
ersten Ebenen schneiden, liegen. Es kann also der gesuchte 
Punkt P jetzt mit keinem andern Punkte des Raumes mehr 
zusammenfallen und ist folglich eindeutig bestimmt. 

Man sieht also, dass die Ebene, obgleich sie hiusiehtlieh 
der Zahl ihrer Dimensionen ein weniger einfaches Gebilde ist 
als die gerade Linie, welche nur eine Dimension, und der 
Punkt, welcher keine Dimension besitzt, doeh für die Be- 
stimmung eines Punktes im Räume grössere Bequemlichkeit 
darbietet als die gerade Linie und der Punkt. Das hierbei 
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gebrauchte Verfahren ist dasselbe, welches man gewöhnlich 
bei der Anwendung der Algebra auf die Geometrie benutzt, 
und bei welchem mau zur Bestimmung der Lage eines Punktes 
seine Abstände von drei ihrer Lage nach bekannten Ebenen 



In der darstellenden Geometrie aber, welche seit sehr laj^er 
Zeit von einer liberaua grossen Anzahl Männer, und zwar sol- 
cher, deren Zeit kostbar war, angewendet worden ist, hat man 
das Verfahren noch weiter vereinfacht. Anstatt drei Ebenen 
verwenden zu mtssen, ist es mit Hülfe der Projectionsmethode 
gelungen, deren nur zwei nöthig zu haben. 

6. Die Projection eines Punktes auf eine gegebene 
Ebene nennt man den Fusspunkt des von diesem Punkte auf 
die Ebene gefällten Lothes. 

Sind zwei Ebenen ihrer Lage in dem Eanme nach bekannt, 
und giebt man auf jeder derselben die Projection eines und 
desselben Punktes an, dessen Lage man definiren will, so ist 
dadurch der Punkt völlig bestimmt. Denn zieht man durch 
die Projection des Punktes auf die erste Ebene eine Senk- 
rechte zu dieser, so muss diese durch den zn bestimmenden 
Punkt hindurchgehen. Ebenso muss eine Gerade, welche man 
durch die Projection des Punktes auf die zweite Ebene senk- 
recht zu ihi' zieht, durch den gesuchten Punkt hindurchgehen. 
Derselbe muss daher gleichzeitig auf zwei ihrer Lage im Kaume 
nach bestimmten Geraden liegen und folglich mit dem einzigen 
Punkte, in welchem sich 
beide schneiden, zusammen- 
fallen, wodurch er vollkom- 
men bestimmt ist 

[12] In den folgenden 
Paragraphen finden sich die 
Hlilfsmittel angegeben, welche 
dem Projections verfahren eine 
leicht« Anwendbarkeit geben 
und es ermöglichen, dasselbe 
auf einem emz^eu Zeiehen- 
blatte zu gebrauchen. 

7. {Fig. 1) Wenn man von 
allen Punkten einer beliebig 
im Kaume gelegenen unbe- 
a Geraden g Lothe auf eine gegebene Ebene TT ßlllt, so 
liegen alle Schnittpunkte dieser Lothe mit der Ebene TT in 




Fig. 1. 
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einer Eweiten unbegreiiKteii Geraden ^r'; denn alle Lethe liegen 
in der durch die Gerade g sentrecht zu TT' gelegten Ebene und 
können daher die Ebene TT' nur in dem beiden Ebenen gemein- 
samen Durchschnitte, welcher bekanntlich eine gerade Linie 
ist, tieffen^). 

Die fierade g' , welche also dnich die Projectionen aller 
Punkte der Geraden g auf die Ebene TT' hindurcl^eM, heisst 
die Projection der Geraden jr auf die Ebene. 

Da nun zwei Punkte genügen, um die Lage einer geraden 
Linie zu bestimmen, so braucht man, um die Projection einer 
Geraden zu construiren, nur die Projectionen zweier ihrer 
Punkte zu ermitteln; die durch die Projectionen dieser Punkte 
gezogene Gerade ist die gesuchte Projection der gegebenen 
geraden Linie. 

Daraus folgt, dasa die Projection einer gegebenen Geraden 
sich auf einen Punkt reducirt, wenn die Gerade auf der Projec- 
tiousebene senkrecht steht, und zwar auf den Punkt, in wel- 
chem die Gerade diese Ebene achneidet. 



(Pig.2) Wenn von ein und derselben unbegrenzten Geraden j 
ihre beiden Projectionen g' und g" auf zwei nicht parallele 
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Ebenen TT' und TT" gegeben sind, ao ist die Gerade selbst 
bestimmt. Dena legt man durch die Projection g' eine Ebene 
senkrecht zu TT' hindurch, so geht diese ihrer Lage nach 
bekannte Ebene nothwendig durch ^e Gerade g hindurch. 
Ebenso enthält eine zweite Ebene, welche man durch die an- 
dere Projection g" senkrecht zu TT" hindurchlegt, und welche 
also ihrer Lage nach ebenfalls bekannt ist, die Gerade g. 
Folglich ist die Lage dieser Geraden, welche gleichzeitig in 
zwei ihrer Lage naeh bestimmten Ebenen liegen und mithin 
deren Schnittgerade sein mnss, völlig bestimmt. 

8. Das soeben Gesagte ist unabhängig von der Lage der 
beiden Projectionsebenen und gilt stets, wie gross auch der 
Winkel sein mag, welchen die beiden Projectionsebenen mit 
einander einschliessen. Wenn aber der Winkel, welchen die 
beiden Projectionsebenen mit einander bilden, sehr atnmpf ist, 
so ist der Winkel zwischen den beiden zu ihnen senkrechten 
projicirenden Ebenen sehr spitz, [13] und es können dann 
bei der Ansfilbnuig des obigen Verfahrens kleine Üngenauig- 
keiten sehr beträchtliche Fehler bei der Bestimmung der Lage 
der Geraden erzeugen. Um diese Ursache von TJngenauigkeiten 
zu vermeiden, wählt man die Projectionsebenen immer zu ein- 
ander senkrecht, falls man nicht durch gewisse Erwägungen, 
welche grössere Erleichterungen in Aussieht stellen, von dieser 
Wahl abgelenkt wird. Da ferner die meisten KünsÜer, welche 
sich der Projectionsmethode bedienen, mit der Lage einer 
horizontalen Ebene und der Richtung des Bleilothes gut ver- 
traut sind, so hat man sich daran gewöhnt, die eine der 
beiden Projectionsebenen horizontal, ^e andere vertical ge- 
stellt anzunehmen. 

Die Nothwendigkeit, bei den Zeichnungen beide Projectionen 
auf demselben Zeichenbiatte zur Darstellung zu bringen und 
alle Constructionen darauf auszuführen, hat die Künstler ver- 
anlasst, sieh die verticale Ebene um ihre Schnittlinie mit der 
horizontalen Ebene als Scharnier gedreht zu denken, bis sie 
mit der letzteren Ebene zusammenfUHt, und für diese Lage die 
Projectionen zu conatmiren. 

Die verticale Ebene ist also in Wirklichkeit in einer hori- 
zontalen Ebene gezeichnet, ■ und man musa aich stets daran 
erinnern, dass sie erst durch eine Viertelumdrehung um die 
Schnittgerade der horizontalen und der verÜcalen Projections- 
. ebene in ihre eigentliche Stellung kommt Es mnsa daher 
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diese Sehnittgerade*) stets in leiclit ersiclitlicher Weise auf 
dem Zeichenblatte angegeben sein. 

(Fig.3) Es wird also die verticale Projection^" derGeradenj 
nicht auf einer Ebene TT", welche thataächlich vertical steht, 
gezeichnet; sondern man denkt sich vielmehr diese Ebene um 
die Gerade x nach TT^" gedreht und verzeichnet fflr diese Lage 
der Ebene die verticale Projection. 

Diese Anordnung gewährt, abgesehen von den Erleich- 
terungen, welche sie für die Construction bietet, noch den Vor- 




theil, dasä sie die Arbeit des Projioirens abkürzt. Denn 
nehmen wir an, dass die Punkte^', Ä" die hoiizontale und 
verticale Projection des Punktes A vorstellen, so steht die durch 



*) [Für die Sehnittgerade x der beiden Projectionsebenen werde 
ich der Einfachheit wegen im Folgenden meistens die jetat übliche 
Benennung Projeotionsase, oder, wenn kein MiasverBtändniss 
müglioh ist, Af e gebraueben, welch e.ßenennung sich im Originale 
nicht findet. Lber die systematische Änderung der in den Figuren 
1 Beaeichnnngen ist in den Testanmerkungen das Höthige 
H.] 
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die Geraden AA\ AA" hin durchgelegte Ebene gleichzeitig anf 
beiden Projecfionsebenen aenkreeht, da sie durch gerade Li- 
nien hindurchgeht, welche auf diesen letzteren Ebenen senk- 
recht stehen; folgKcb (Fig. 4) ist die Ebene A'AA" anch senk- 
recht zu ihrer gemeinsamen Schnittgeraden x [welche aie in 
dem Funkte A^ achneidet], nad mithin sind die Geraden A' A^, 
A"A^, in welchen dieae Ebene die beiden Projectionsebenen 
achneidet, selbst senkrecht zu der Axe x. 

[14] Wenn nun die verticale Ebene um die Ase x als 
Scharnier gedreht wird, bleibt die Gerade A"A^ während dieaer 
Bewegung stets senkrecht zu der Ase x und ist es auch dann 
noch, wenn aie nach erfolgtem Umlegen der vertiealen iu die 
horizontale Ebene die Lage A^"A^ angenommen hat. Da nun 
die beiden Geraden A'A^ und Ag'Aj. durch denselben Punkt A^ 
der Ase hindurchgehen und auf ihr senkrecht stehen, so liegt 
jede in der Verlängerung der anderen. Dasselbe gilt von den 
beiden Geraden B'B^ und B^' B^, weiche zu einem beliebigen 
anderen Punkte B gehören. Daraus folgt, dass, wenn man die 
horizontale Projection eines Punktes hat, seine Projection auf 
die umgelegt gedachte verticale Project! on stafel immer auf der 
Geraden liegen muss, welche durch seine horizontale Projec- 
tion aenkreeht zu der Projections ase x gezogen ist, und um- 
gekehrt. 

Von diesem Kesultate wird bei der Ausführung von Con- 
structionen immerfort Gebrauch gemacht. 

9. Bia jetzt haben wir eine gerade Linie g als nnbegrenzt 
angesehen und uns nur mit ihrer Richtung beschäftigt. Oft 
aber wird die Gerade als durch zwei ihrer Punkte begrenzt 
betrachtet und mau kann in die Lage kommen, die wirkliche 
Länge der Strecke AB kennen zu mtlsscn. Wir wollen zeigen, 
wie man diese aus den gegebenen beiden Projectionen der 
Strecke finden kann. 

Wenn eine Strecke parallel zu einer der beiden Projections- 
ebenen ist, so ist ihre Länge gleich derjenigen ihrer Projec- 
tion auf diese Ebene; denn die Strecke und diese Projection 
sind, da sie beide durch die von den Endpunkten der Strecke 
anf die Projectionsebenen gefällten Lothe begrenzt sind, ein- 
ander parallel und liegen zwischen Parallelen. In diesem be- 
sonderen Falle ist also, wenn die Projection der Strecke ge- 
geben ist , auch unmittelbar die Länge der Strecke selbst 
mitgegeben. 

Eine Gerade ist aber einer der beiden Projectionsebenen 
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parallel, wenn ihre Projection auf die andere Projeetionaebene 
der Project jonsaxe x pai'allel iat. 

Wenn dagegen eine Strecke gegen beide Projections eben en 
geneigt ist, so ist ihre Länge grösser als die Lange jeder ihrer 
Projectionen ; sie kann aber durch eine sehr einfache Con- 
struction ans diesen abgeleitet werden. 

Es sei AB die Strecke, deren beide Projectionen _4'S', ^' B" 
g^eben sind und deren wahre Länge gefunden werden soll. 
Zieht man durch den einen ihrer Endpunkte A in der durch 




Fig. 4. 

die Strecke AB hindurch gelegten vertiealen Ebene [15] eine 
horizontale Gerade AE, welche das von dem andern Endpunkte, 
B auf die Horizontalebene gefällte Loth in dem Punkte E 
schneidet, so entsteht ein rechtwinkliges Dreieck AF^B^ wel- 
ches man construirez muas, um die Länge der Sti-ecke AB, 
der Hypotenuse dieaea Dreiecks, zu erhalten. Nun kennt man 
aber von diesem Dreiecke auaaer dem rechten Winkel die 
Länge der Seite AE, welche gleich der horizontalen Pro- 
jection A'B' ist. Zieht man ferner in der vertiealen Projec- 
tionstafel durch den Punkt A" eine horizontale Gerade A"E", 
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welche die ¥ei-ticile Pro|ection ^on iU ist so schneidet 
sie die verticale Gerade £ B^ in dem Punkte £■ der lerti 
calen Iriojection des Punktes E Mithin ist B L die verti 
cale Piojection der Strecke BE und hat mit derselben gleiche 
Länge Da man also von dem i echt« mkl gen Dreiecke die 
Längen der beiden Katheten kennt so kann min leicht dis 
Dreieck selbst constmiren dessen Hypotenuse lie wihie Läntre 
der Strecke 4B anfielt 

Da die iiguien -î und 4 m schiefei Parallelproiectioa ge 
zeichnet sind so haben sie tur die m dei 1 »rstetlcndtn Geo 
metrie Abheben Constructionen der Pioiectionsmethode keine 
unmittelbare Veiwendnng Wir wollen aber sofort die Losung 
dlesei eisten Aufgabe m ilnei ganzen Einfachheit mittheilen 
Es seien Fig 'S die Oeiade j: %h Pmiectionsase und die 
Strecken -i B -1 ß als die beiden Proiectionen einer Strecke 
gegeben Um die wahie 
Lange dieter ''trecke zn hn 
den zieht man durch den 
Punkt i eine unbegrenzte 
hnnzontale berade j^o-E" 
1Ï eiche die Gerade B B m 
dem Punkte .Ë sehneidet und 
aut w elehei man i on diesem 
Punkte aus die Länge jI'S' 
bis A„ abti-ägt. Zieht man 
dann die Hypotenuse A^B" 
dieses reehtwinkhgen Drei- 
ecks so giebt sie die wahre 
Länge der Strecke AB. 

Da die beiden Projec- 
tion s ebenen zu einander 
senkrecht sind, so könnte 
diese Construction, welche soeben in der einen dieser Ebenen 
ausgeführt ist, auch in der andern gemacht werden, wodurch 
das gleiche Resultat erzielt werden würde. 

Weun von einem durch ebene Flächen, geradlinige Kanten 
und körperliche Ecken begrenzten Körper seine beiden Projee- 
tioncn, welche sich mithin auf die Systeme der Projectionen 
der geradlinigen Kanten rednciren, gegeben sind, so kann man 
nach dem Vorstehenden ans ihnen leicht die Länge jeder belie- 
bigen Kante des Körpers bestimmen. Denn entweder ist diese 
Kante einer der beiden Projeetionsebenen parallel, oder gegen 
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beide geneigt; in dem erateien Falle ist die gesuchte Lauge 
der Kante gleich der ihrer Projection, und in dem letzteren 
Falle kann man aie aua ihren beiden Projectionen mit Hülfe 
dea soeben auseinandergesetzten Verfahrens oonstruiren. 



Vergleich der darstellenden Geometrie mit 
der Algebra. 

10. Es würde hier der Ort sein, nm daä Verfahren anzu- 
geben, [16] naeh welchem sich die Projectionen von Körpern, 
welche durch Ebenen nnd geradlinige Kanten begrenzt sind, 
construiren lassen; hierfür aber giebt ea keine allgemeine 
ßegel. Man erkennt leicht, dass die Conatmetioa der Projec- 
tionen eines Körpers mehr oder weniger leicht sein kann, 
je naeh der Art und Weise, wie die Lage der Eckpunkte 
derselben bestimmt ist, und dass die Natur des Verfahrens 
von derjenigen der gegebenen Definition abhäi^. Es verhalt 
sich die darstellende Geometrie in diesem Punkte genau so, 
wie die Algebra, in welcher es auch kein allgemeines Verfahren 
giebt, um eine in Worten gegebene Aufgabe in Gleichungen 
umzusetzen. In jedem einzelnen Falle hängt der einzuschla- 
gende Weg von der Art ab, in welcher die Beziehung zwischen 
den bekannten und den unbekannten Grössen gegeben ist, und 
man kann die Anfänger nur durch verschiedenartige Beispiele 
daran gewöhnen , diese Beziehungen richtig zu erfassen und 
in Form von Gleichungen zu schreiben. Dasselbe gilt für die 
darstellende Geometrie. Nur durch zahlreiche Beispiele und 
den Gebranch von Lineal und Zirkel im Zeiehensaale kann 
man sich Übung und Gewandtheit in den Conatructionen und 
in der richtigen Wahl der für jeden einzelnen Fall einfachsten 
nnd el^antesten Methode erwerben. Aber gerade, wie es in 
der Analysis^), nachdem eine Aufgabe in Gleichungen umge- 
setzt iat, Methoden giebt, um diese Gleichungen weiter zu be- 
handeln und aus ihnen die Werthe der Unbekannten abzuleiten, 
so besitzt auch die darstellende Geometrie allgemeine Methoden, 
um , wenn die Projectionen von Körpei-n ausgeführt worden 
aind, aua ihnen alles zu construiren, was aus der Gestalt und 
der Lage der letzteren folgt. 

Wir vergleichen hier nicht ohne Absicht die daratellende 
Geometrie mit der Algebra; diese beiden Zweige der Mathe- 
matik haben die engsten Beziehungen zu einander. Ea giebt 

Ostw&ia'a Eliasiker. 117. 2 
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keine Construction in der dai'ateUenden Geometrie, welche aich 
nicht in die Analysis Übertragen lässt; und nmgekebrt kann 
bei Anfgaben, welche nicht mehr als drei Unbekannte enthalten, 
jede analytische Operation als Beschreibung einer geometri- 
schen Operation anfgefasat worden. 

Es wäre zu wllnschen, daas diese beiden Zweige der Mathe- 
matik zusammen gepflegt würden. Dann würde die darstel- 
lende Geometrie in die verwickeltsteu analytischen Operationen 
die ihr eigene Durchsichtigkeit hineinbringen, und die Analysis 
umgekehrt die ihr eigene j^Ugemeinhcit in die Geometrie. 



Grundsätze für die Darstellung der Gestalt und Lage 
von Flächen. Anwendung auf die Ebene. 

H. Die Übereinkunft, welche der Projections méthode zur 
Gnindlage dient, ist geeignet, die Lage eines Punktes, [17] 
einer unbegrenzten oder begrenzten geraden Linie und folg- 
lich auch die Gestalt und Lage eines durch ebene Flächen, 
geradlinige Kanten und körperliche Ecken begrenzten Körpers 
darzustflUen , da in ^esem Falle der Körper vollständig be- 
kannt ist, wenn man die Lage aller seiner Kanten und Ecken 
kennt. Wenn aber der Körper begrenzt wird entweder durch 
eine einzige krumme Fläche, ftti' deren sämuiüiche Punkte also 
dasselbe Gesetz gilt, wie z. B. die Kugelfläehe, oder durch 
eine Anzahl von Stücken verschiedener kmmmer Flächen, so 
würde dieses Verfaliren nicht nur unbequem und unpraktisch 
sein und nicht den Vortheil, eine Abbildung zu geben, ge- 
währen, sondern es würde sogar unzulänglich und nicht ver- 
wendbar sein. 

Zunächst sieht man leicht ein, dass unsere früher getroffene 
Übereinkunft unbequem und sogar, wenn sie die einzige ist, 
nnbrauehbar ist. Denn um die Lage aller Punkte einer krummen 
Fläche darzustellen, mflsste nicht nur ein jeder derselben durch 
seine horizontale nnd verticale Projection gegeben sein, son- 
dera es müssten auch die beiden Projectionen eines und des- 
selben Punktes miteinander verbunden werden, damit man 
nicht Gefahr liefe, zu der Horizontalprojection eines bestimmten 
Punktes als Verticalprojecfion diejenige eines anderen Punktes 
zu nehmen. Da die einfachste Art, die beiden Projectionen 
eines Punktes als zusammengehörig zu bezeichnen, die sein 
würde,, sie durch eine zur Projeetionsase senkrechte Gerade 
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zu verbinden, so würden die Zeichnungen mit einer imgeheuien 
Zahl von Linien überladen werden, welche um so verwirrender 
wirken würden, je grössere Genaaigkeit erzielt werden sollte. 

Wir wollen aber . noch zeigen, daaa diese Methode sogar 
unzulänglich ist und der nöthigen Fnichtbarkeit entbehrt. 

Unter der unendlich grossen Zahl verschiedenartiger krummer 
Flächen gieht es solche, welche sieh nur in einen im Endlichen 
begrenzten Theil des Raumes erstrecken und deren Pi'ojeclionen 
also nach allen Eichtungen hin nur eine endliche Ausdehnung 
haben. Zu diesen Flächen gehört z. B. die Kngel, deren Pro- 
jection auf eine Ebene die Fläche eines Kreises mit einem 
dem Kngelradius gleichen Radius tiberdeckt; man kann daher 
das Ebenenatück, auf welches man die Kugel projieiren soll, 
stets von genügend gi-ossen Abmeaaungen nehmen, damit ihre 
ganze Projection auf dasselbe zu liegen kommt. Alle cylin- 
drischen Flächen dagegen sind nach einer bestimmten ^Kch- 
tui^ [18] unbegrenzt, genau ao wie ihre erzeugende Gerade. 
Die Ebene, welche die einfachste aller Flächen darstellt, ist 
sogar nach zwei Richtungen hin unbegrenzt. Endlich giebt 
es eine grosse Anzahl von Flächen, deren verschiedene Schalen 
sich gleichzeitig nach allen Ranmgebieten hin ausdehnen. Nim 
haben aber die Zeichenblätter, aufweichen man dieProjectioncn 
ausfuhrt, nothwendigerweise eine begrenzte Ausdehnung, Wenn 
man also kein anderes Mittel zur Darstellung einer krummen 
Fläche hätte, ala die beiden Projectionen jedes ihrer Punkte 
anzugeben, so würde dieaes nur für- diejenigen Punkte der 
Fläche anwendbar sein, welche innerhalb dea der Grösse der 
Projectiouatafeln entsprechenden Gebietes der Flache liegen; 
alle darüber hinaus liegenden Punkte der Fläche könnten nicht 
dargestellt und müssten als unbekannt angesehen werden. Die- 
ses Verfahi'en ist also völlig unzureichend; es ist aber auch 
uufnichtbar, da man mit seiner Hülfe nichts ableiten kann, was 
Bezug hat auf Tangentialebenen und Normalen einer Fläche, 
auf die beiden Krümmungen in jedem ihrer Punkte, auf ihre 
Krümmungslinien und Eflckkehrkanten, auf ihre mehrfachen 
Linien und Punkte und endlich anf alle Dinge, welche noth- 
wendigei-weise betrachtet werden möasen, sobald man auf einer 
krummen Fläche operiren will. 

Deshalb muss man also eine weitere Übereinkunft zu Hülfe 
nehmen, welche mit der ersten verträglich ist und diese überall 
da, wo sie unzureichend ist, ergänzt. Dieae neue Übereinkunft 
wollen wir jetzt auseinandersetzen. 
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12. Jede krumme Fläche kann als erzengt gedacht werden 
dnich die Bewegung einer krummen Linie, welche entweder 
der Gestalt nach unverändert bleibt, während sie ihre Lage 
im Eaume ändert, oder welche gleichzeitig ihre Gestalt und 
ihre Lage im Eaume ändert. Da dieser Satz durch seine all- 
gemeine Fassung dem Verständnisse Schwierigkeiten darbieten 
könnte, so wollen wir ihn an einigen wohlbekannten Beispielen 
erläutern. 

Die CyUuderflächen kfinnen vornehmlich auf zweierlei Art 
erzeugt werden, nämlich entweder durch die Bewegung einer 
geraden Linie, welche während ihrer ganzen Bewegung stets 
einer gegebenen Geraden parallel bleibt und durch eine ge- 
gebene Curve hindurchgeht, oder durch die Bewegung dieser, 
im erateren Falle als Leitlipie dienenden Cm-ve, welche bei 
ihrer ganzen Bewegung mit demselben Punkte auf der gegebenen 
Geraden ruht, während ihre säm mtlich en andern Punkte Fai'allel en 
zu dieser Geraden beschreiben. Bei beiden En tstehunga arten 
ist die Erzengende, [19] welche im ersten Falle eine gerade 
Linie, im zweiten Falle eine beliebig gegebene Cnrve ist, der 
Gestalt nach unveränderlich und ändert allein ihre Lage im 
Räume. 

Ebenso haben die EegelÜächen haupsächlich zwei Eraeu- 
gungaweisen. 

Erstens kann man die Kegelflächen durch die Bewegung 
einer unbegrenzten Geraden erzeugt denken, welche immer durch 
einen gegebenen festen Punkt nnd durch eine gegebene Curve, 
an welcher sie entlang gleitet, hindurchgeht. Der Punkt, 
durch welchen die Gerade während ihrer Bewegung stets hin- 
durchgeht, ist der Mittelpunkt der Fläche, welchen man un- 
passend als Spitze bezeichnet hat. Bei dieser Entstehung 
der Kegelflächen ist die erzeugende Linie ihrer Gestalt nach 
ebenfalls unveränderlich; sie ist immer eine gerade Linie. 

Zweitens aber kann man die Kegelflächen noch auf eine 
andere Weise erzeugen, welche wir der Einfachheit wegen 
hier nur für Kegelflächen mit Kreisgrundfläche auseinander- 
setzen. Man kann sieh diese Flächen entstanden denken durch 
die Bewegung eines Kreises, dessen Ebene immer zu sich 
selbst parallel bleibt, dessen Mittelpunkt stets auf einer durch 
die Spitae gehenden Geraden liegt und dessen Radius in jedem 
Augenblicke der Bewegung proportional dem Abstände sei- 
nes Mittelpunktes von der Spitze des Kegels ist. Man er- 
kennt sofort, dass der Radius des Kreises kleiner wird, wenn 
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sich die Kieisebene in itrer Bewegung der Spitze des Kegels 
annähert, dass er gleich Null ist, wenn diese Ebene durch 
die Spitze hindurchgeht, nnd dass er dann umgekehrt unbe- 
grenzt wächst, wenn sich diese Ebene nach der andern Seite 
immer weiter von der Spitze entfernt. Bei dieser zweiten Ent- 
stehungsweise ändert der Kreis, welcher hier die erzengende 
Curve ist, nicht nur in jedem Angenblick der Bewegung seine 
Lage, sondern anch seine Gestalt, weil sieh der Kadins des 
Kreises, mithin auch seine KrUmmung und sein Umfang immer- 
fort ändeiTi. 

Betrachten wir ein drittes Beispiel. 

Eine Um drelmngs fläche kann durch die Bewegung einer 
ebenen Cnrve, welche sieh um eine beliebig in ihrer Ebene 
gelegene Gerade dreht, erzeugt werden. Bei dieser Entstehungs- 
weise der Fläche besitzt die erzeugende Curve stets unverändert 
dieselbe Gestalt und verändert nur ihre Lage. Man kann 
diese Flache aber auch durch die Bewegung eines Kreises 
erzeugt denken, dessen Mittelpunkt stets auf der gegebeneu 
Axe der Fläche liegt, dessen Ebene zu dieser Ase immer 
senkrecht ist und dessen Radius in jedem Augenblicke der 
Bewegung [20] gleich der Eutfernung des Axen Schnittpunktes 
der Kreisebene von ihrem Schnittpunkte mit einer beliebig im 
Eaume gegebenen Curve ist. Hierbei ändert also die erzeu- 
gende Curve gleichzeitig ihre Gestalt und ihre Lage. 

Diese drei Beispiele miigen genügen, um erkennen zu lassen, 
dass alle krummen Flächen durch die Bewegung von bestimmten 
krummen Linien erzeugt werden können, und dass es keine 
Fläche giebt, deren Gestalt und Lage nicht gänzlich durch 
die genaue und vollständige Angabe ihrer Entstehungsweise 
bestimmt werden kann. Diese neue Betrachtung bildet die 
Ergänzui^ zur Projeetionsmethode. Wir werden in Zukunft 
oft Gelegenheit haben, uus von ihrer Einfachheit und Nützlich- 
keit zu überzeugen. 

Man wird also, um die Gestalt und Lage einer krummen 
Fläche zu bestimmen, nicht die Projectionen der einzelnen 
Punkte, durch welche dieselbe hindurchgeht, angeben, sondern 
für einen beliebigen Punkt die zugehörige Gestalt nnd Lî^e 
der erzeugenden Cui've eonstruireu. Hierbei hat man folgendes 
zu beachten: 

1) Da jede krumme Fläche auf unendlich viele verschie- 
dene Arten erzeugt werden kann, so ist es Sache der Geschick- 
lichkeit und des Scharfsinns des Zeichners, unter allen Erzeu- 
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gungaarten diejenige auszuwählen, welelie die einfachste Cnrve 
henutat und die am wenigsten mühaaraen Betrachtungen ein- 
fordert. 

2) Statt für jede krumme Flä«he nur eine ihrer Erzeugungs- 
arten zn betrachten, was das Studium des Gesetzes der Bewe- 
gung sowohl als desjenigen der Gestaltändernng der erzeugenden 
Cnrve erfordern würde, ist es, wie langjährige Erfahrung gelehrt 
hat, oft viel einfacher, gleichzeitig zwei verschiedene Erzeu- 
gungsarten der fläche ins Auge zu fassen und für jeden Punkt 
die Construction der heiden erzeugenden Curveu, welche durch 
ihn hindurchgehen, anzugeben. 

Um also eine krumme Fläche ihrer Gestalt und Lage nach 
darzustellen, genügt es in der darstellenden Geometne für einen 
beliebigen Punkt dieser Fläche, dessen eine Projection willkür- 
lich gewählt werden kann, die Construction der horizontalen und 
verücalen Projeclioncn von zwei verschiedenen Erzeugenden, 
welche durch diesen Punkt hindurchgehen, anzugeben, 

13. Wenden wir diese allgemeinen Betrachtungen zunächst 
auf die Ebene an, welche die einfachste und am häufigsten 
benutzte aller Flächen ist. 

Die Ebene wird durch eine in ihrer Anfangslage gegebene 
gerade Linie erzeugt, [311 welche sich so bewegt, dass ihre 
sämmtlichen Punkte pai'allele Gerade zu einer zweiten gegebenen 
geraden Linie beschreiben. Wenn die zweite gegebene Gerade 
in der betrachteten Ebene selbst liegt, so kann man auch 
sagen, dass die Ebene durch die zweite Gerade erzeugt wird, 
welche sich so bewegt, dass ihre sämmtlichen Punkt« Parallelen 
zu der ersten Geraden beschreiben. 

Mau erhält also ein Bild von der Lage einer Ebene durch 
die Betrachtung von zwei geraden Linien, deren jede als die 
Erzeugende der Ebene angesehen werden kann. Die Lage 
dieser zwei Geraden in der Ebene, welche sie erzengen können, 
ist völlig gleichgültig; es handelt sich also nur darum, für die 
Projection smethode diejenigen Geraden auszuwählen, welche 
die einfachsten Construction en erfordern. Ans diesem Grunde 
bestimmt man in der darstellenden Geometrie die Lage einer 
Ebene durch die Angabe der beiden Geraden, in welchen jene 
die Projections ebenen sehneidet. Offenbar müssen diese beiden 
geraden Linien die Schnittgerade der beiden Projeetionstafela 
in demselben Punkte schneiden. 

Da wir sehr häufig Ebenen zu beti-achten haben werden, 
so wollen wir, um uns kürzer ausdrücken zu können den 
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beiden Geraden, in denen die beiden Projeclionsebenen von 
einer Ebene geschnitten werden und welche zur Beatimmnng 
ihrer Lage dienen, den Namen der Spurlinien beilegen. 



Losung mehrerer elementarer Aufgaben llber die 
gerade Linie und die Ebene. 

14. Nachdem wir diese Vereinbarungen getroffen haben, 
können wir zur Lösung einer Keihe von Aufgaben llbei^eheii| 
welche den doppelten Zweck, una in der Projectionsmethode zu 
üben und una zugleich -die Hülfsmittel zur En'eichnng weiterer 
Fortsehritte in der darstellenden Geometrie zu verschaffen. 



Erste Aufgabe. (Fig. 6) Es sind ein Punkt P durch 
seine beiden Projectionen P', P" und eine Gerade jr 
durch ihre beiden Projectionen ^', ff" gegeben. Man 
soil die Projectionen der Geraden k construiren, 
welche durch den Punkt P hindurchgeht und der Ge- 
raden t parallel ist 

LoBung Die horizonfalen Piu|ectionen der gegebenen und 
dPi gfsuehten Geraden j und h müssen zu einander parallel 
3em da «le lie Sehnittge 
raden zweier paiallelen \ ei 
tiLalebenen mit derselben 
dntten Fbene amd Dasselte 
gilt fnr d e veitieilen V o 
lectionen g und } [28| 

Da ferner die gesuchte &e 
i'»de h duieh den îunkt P 
hinduichgehen soll so müs 
sen ihre Piojertionen liezug 
höh dntch die Piojectionen 
dieses Punktes hindur<hge 
hen Zieht man also durch 
den Punkt P die Geiade A 
parallel zu ? und durch 
P die Geiade / parallel 
zu ^ , so sind die geraden 
Linien A und / die gesuchten 1-injectionen. 

15 Zweite Aufgabe (Fig 7) Eine Ebene E ist durch 
ihie beiden Spuilinien €^ ^ und ein Punkt P durch 




Fig. 6. 
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eiD6 ProjeetloneE P', P" gegeben. Man soll die 8piir- 
inien der Ebene A constmiren, welche durch den ge- 

gebenenPunkt parallel 



Ebene Lindurchgelegt 
werden kann. 

Lösung. Die Spurlinien 
der gesuchten Ebene A 
müssen den SpnrlLnien der 
gegebenen Ebene E bezllg- 
lieh parallel sein, weil die- 
selben, paai-weise zuaam- 
mengeuonunen, die Schnitt- 
geraden zweier parallelen 
Ebenen mit derselben drit- 
ten Ebene sind. Man 
braucht also nur noch für 
jede Spuriinie einen Punkt 
zu bestimmen, durch wel- 
chen sie hindurchgehen 
ivir uns dureb den Punkt P 
, welche in der gesuchten 




Fig. 7. 



muss. Zu diesem Zwecke denken i 
eine horizontale Gerade s 

Ebene A liegt. Diese Gerade s ist der Spur e^ parallel und 
sehneidet die verticale Tafel in einem Punkte Ä,, welcher auf 
der in der veiüealen Projectionatafel liegenden Spurlinie der 
gesuchten Ebene A liegt. Die beiden Projectionen dieses 
Punktes erhält man, wenn man durch den Punkt P" die hori- 
zontale Gerade s", durch den Punkt P' die Parallele -*' zu der 
Spur e, zieht nnd s' bis zu ihi-em Schnittpunkte S\ mit der 
Projeetionsaïo x verlängert, welcher Punkt die horizontale Pro- 
jection des Schnittpunktes der horizontalen Geraden s mit der 
vei-ficalen Tafel ist; der Punkt S^ selbst liegt mithin auf der 
durch den Punkt S'^ senkrecht zur Axe x gezogenen Geraden 
und ist, da er auch auf der Geraden s" liegen mnas, der 
Schnittpunkt beider. Zieht man dann endlieh die Pai-allele rö, 
zu der Spuriinie Cj duvet diesen Punkt S„ so ist ^ese die 
in der verticalen Projectionatafel gelegene Spurlinie der ge- 
suchten Ebene A. Verlängert man die Linie d^ bis zu ihrem 
Schnittpunkte D^ mit der Ase x, nnd zieht man durch diesen 
Punkt die zu der Spur e, parallele Gerade (/,, so ist letztere 
die in der horizontalen Projections ebene gelegene Spurlinie der 
Ebene A. 
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Anstatt iù der gesuchten Ebene sich eine horizontale Ge- 
rade s gezogen zu denken, kann man anch eine zu der verti- 
calen Projectionsebene parallele Hölfsgerade t benutzen , was 
durch ein ganz gleiches Sehlus s verfahren zu der folgenden 
Construction führt. 

[23] Durch den Punkt P' zieht man die zu der Axe x pa- 
rallele Gerade t', durch den Punkt P" die zn der 8pnr e^ paral- 
lele Gerade t" bis zu ihren» Asenschnittpunkte 2"," und durch 
diesen eine zur Axe x senkrechte Gerade, welche die Gerade t' 
in dem Punkte T, schneidet. Wenn man dann durch den 
letzteren Punkt zu der Spur c, die Parallele d^ zieht, so ist 
sie die eine Spnrlinie der gesuchten Ebene Ä. Verlängert man 
diese Spurlinie rf, bis zu ihrem Axenschnittpunkt D-^, nnd zieht 
man durch diesen die Parallele d^ zu der Spnrlinie e^, so hat 
man auch die Spurliuie der gesuchten Ebene in der vertiealen 
Projeetionatafel gefunden. 

16. Dritte Aufgabe. (Fig. 8) Eine Ebene E ist durch 
ihre beiden Spurlinien f,, e^ und ein Punkt P durch 
seine beiden Proj ectionen P', P" gegeben. Es sollen 
die Projectionen des von dem Punkte P auf die Ebene 
E gefällten Lothes l und 
die seines Fusspunktes Q 
bestimmt werden. 

Lösung. Die von den 
Projectioueu P', P" des ge- 
gebenen Punktes P auf die 
gleichnamigen Spurlinieu der 
Ebene E gefällten Lothe l' 
und I" sind die beiden Pro- 
jectionen des gesuchten Lo- 
thes. Denn wenn man sich 
durch das Loth l eine zu der 
horizontalen Projectioustafel 
TT' senkiechte Ebene gelegt 
denkt, so schneidet sie diese 
Projeetionatafel und die 
Ebene E In zwei Geraden, 
■welche beide auf der diesen Pig. 8. 

Ebenen gemeinsamen Schnitt- 
geraden e, senkrecht stehen. Nun ist aber die erste jener bei- 
den Geraden die Projection der vertiealen Hülfaebene und mit- 
hin anch die ■ Projection /' des in dieser Iliilfsebene 1' 
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Lothes /. Folglich muss diese Projection l' dnieh den Punkt P' 
hindurchgehen und auf der gleichnamigen Spur c, senkrecht 
stehen. 

Das gleiche Schhis s verfahren gilt für die aweite Projec- 
tion l". 

Um den Durchs tos apnnkt des Lothes l durch die Ebene E 
zu erhalten (Fig. 9), hat man zu beachten, dass derselbe offenbar 
anf der Schnittlinie dieaer Ebene 
mit der durch daa Loth l ge- 
henden vei-tiealeu Hlilfsebene 
liegen muss. Diese Schnitt- 
gerade projieirt sich also in 
die Linie l'. Bestimmt man 
noch die verticale Projecüon 




Fig. 9. 



auf ihr die gleichnamige Pro- 
jection Q" des gesuchten 
Punktes Q liegen und, weil 
auch die Linie l" durch jene 
hindurchgehen muss, so ist 
()" der Schnittpunkt dieser 
beiden Geraden. Es ist also 
nur noch die verticale Pro- 
jection der genannten Schnitt- 
geraden zu construiren. Nun 
tritft aber diese Gerade die 
horizontale Projectionstafel in dem Schnittpunkte F, der beiden 
Geraden l' und e, (dessen verticale Projection der Fusspunkt F," 
des von F^ anf die Ase x gefällten Lothes ist) und die verti- 
cale Projectionstafel [34] in einem Punkte, dessen horizontale 
Projection .F,' der Schnittpunkt der Geraden l' mit der Axe x 
ist, und welcher selbst sowohl auf der durch den Punkt jP^' 
gezogenen Vertiealen als auf der Spurlinie e^, mithin im Schnitt- 
punkte F, beider Geraden liegen muss. 

Nachdem man so die verticale Projection Q" des Schnitt- 
punktes von dem Lothc / mit der Ebene E gefunden hat, 
kann man leicht seine erste Projection Q' ermitteln. Fällt man 
nämlich von Q" ein Loth auf die Axe x und verlängert es 
nber dieselbe hinaus, so muss das Loth durch Q' hindurch- 
gehen, welcher Punkt andererseits auch auf der Geraden V 
liegen muss. Mithin ist Q' der Schnittpunkt dieser beiden 
Geraden. , 
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17. Vierte Aufgabe. (Fig. 10) Eine Gerade ^r und ein 
Punkt P sind durch ihre Projectionen g', <j" und P', 
1'" gegeben. Man aoll die Spurlinien der Ebene E 
conatruiren, welche durch dea Punkt P hindurch- 
geht und auf der Geraden^ aenkrecht ateht. 

Lösung. Von der vorigen Aufgabe her wissen wir, dass 
jede der beiden Spurlinien der Ebene E auf der gleichnamigen 
Projection der Geraden g senk- 
recht stehen mnss ; es ist daher 
für jede nur noch ein Punkt, 
durch welchen sie hindurch- 
gehen muss, zu suchen. Denkt 
man sich zn diesem Zwecke durch 
den Punkt P in der Ebene E 
eine horizontale Gerade .* ge- 
zogen und bis zu ihrem Schnitt- 
punkte mit der verticalen Pro- 
jectionsebene verlängert, so fin- 
det mau deren verticale Projec- 
tion s", indem man durch den 
Punkt P" eine Parallele zur 
Axe X zieht, und ihre horizon- 
tale Projection, indem man 
durch den Punkt P' zu der 
ersten Projection g' der Gera- 
den ^ eine Senkrechtes' zieht, 
deren Schnittpunkt S^ mit der 

Axe X, die horizontale Projection des Schnittpunktes 
verticalen Projcciionsebene und der Geraden s iat. 
Punkt S„ welcher der Schnittpunkt der durch 8^ gezogenen 
Verticalen und der Geraden s" sein muss, ist mithin ein Punkt 
der zweiten Spurlinie e, der Ebene E, und man erhält diese 
Spur ßj, wenn man durch den Punkt 5, eine Senkrechte zu g" 
zieht. Ist E^ der Schnittpunkt dieser Spurlinie êj und der 
Projectionsase, so iat die durch ihn senkrecht zu g' gezogene 
Gerade e, die andere gesuchte Spurlinie. 

Wird noch verlangt, den Durchstosspunkt der gegebenen Ge- 
raden g durch die Ebene E zu bestimmen, so verfährt man 
genau so wie in der vorigen Aufgabe. 

Soll man sehlieaslich von dem gegebenen Punkte P ein 
Loth auf die Gerade g Mien, so braucht man nur, nach dem 
in § 16 angegebenen Verfahren, den Durch stosspunkt [20] der 
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Geraden^ duïch die Ebene E, welche dnreh den Punkt P 
Mndnrchgelegt ist und anf der Geraden g senkrecht steht, zu 
construiren. Dann kennt man für jede der beiden Projectionen 
des gesuchten Lothes zwei Punkte, durch welche sie hindurch- 



18. Fünfte Aufgabe. [Fig. 11) Zwei Ebenen A und B 
sind durch ihre Spurlinien n,, n, und ?;,, b^ gegeben. 
Es sollen die Projectionen ihrer Schnittgeraden g 
bestimmt werden. 

Lösung. Da alle Punkte der Spurlinie a, in der Ebene A 
nnd alle Punkte der Spurlinie è, in der Ebene B liegen, so 
gehört der Schnittpunkt 
G, beider Spurlinien 
offenbar beiden Ebenen 
gleichzeitig an und ist 
mithin ein Punkt der 
geanchten Schnittgera- 
den </. Aus dem gleichen 
Grunde ist der Schnitte 
punkt Gj der beiden in 
der verticalen Projee- 

tionsebene gelegenen 
Spurlinien a, und b^ 
ebenfalls ein Paukt der 
gesuchten Geraden. Die 
Schnittgerade g der bei- 
den gegebenen Ebenen 
schneidet also die erste 
Projectionsebene in dem 
Punkte G,, die zweite 
in dem Punkte G^. 
R den Punkt G^ auf die erste Projec- 
I von Gj das Loth G^ G^' auf die Axe x 
fällt, und zieht man die Gerade G, Gj', so ist aïe die horizon- 
tale Projection^' der Schnittgeraden g der beiden gegebenen 
Ebenen. In ähnlicher Weise erhält man die verticale Projec- 
tion g" dieser Geraden, wenn man G, mittelst des auf die Aie x 
gefällten Lothes Gj G," auf die verticale Projectionsebene pro- 
jicirt und die Gerade G^ G," zieht. 

19. Sechste âufgaba. {Fig. 12) Man soll den Neigungs- 
winkel .f, welchen zwei durch ihre Spurlinien «,, a. 




Fig. 11. 



Projieirt man dar 
inaebeue, indem mai 
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nnd b f gegebene Ebenen A und B mit einandei eiu- 
sthhessen eonitrujren 

XiOBung Nachlem man nich der \ongen Aufgabe äu 
hoiizonUle Trojection 3 lei ^chmttgeraden _/ beidei gegebenei 
Ebenen fonstiuirt hit 
legt man aenUecht zn , 

ihnen und folglich auch 

senkrecht zu ihrei 
Schnittgera len / eine 
Hnlfsebene v, eiche die 
beiden gegebenen Fl e 
nen A nud B m zwei 
C eraden die den ge 
suchten Winkel « ein 
ächliesaen 8fhneid>.t 

Die erate "^pmlinic 
dieser Hnltsebene ist z i 
dei hoiizontalen Projee 
tion g der Sehaittgeii 
den j beidei gegebenen 

Fbenen senkiecht und F ^ 1 

b Idet mit den bcnden 

in welchen sich A uni B uni die Hnltsebene sibneiden em 
Dreieck dessen dei hiiizontalen Seife gegenubeihegendei 
Winkel [26] dei ge'tnchte ^ inkel e i3t Es eiubngt daher nui 
noch die ( onstiuction dieses Dreiecks auszuführen 

Sun ist es iber gleichgültig dnnh welchen Punkt dei 
8i.hnitfgeraden y die zu den beiden gegebenen Ebenen senk 
leehte Htllsebene hmduichgebt und man kann t,ther ihre 
eiste Spurlinie beheb g in dei honzontilen Pr jectionsebeue 
wlhlen nur muss sie senkrecht luf 7 stehen Zieht man 
ilso dnich den beheb g auf / gewählten Punkt L senkrecht 
zu g eine Gerade welche die honzontUen Spnrlmien ï nnd 
' der gegebenen Ebenen m den Punkten H und 7 sehneidet 
so ist dieaellie die Grundhnie des zu conitauirenden Dreiecks 
Legt min dinn die Ebene dieses Dreiecks um seine Grund 
hnie HI in lie hcnzonttle Piojections ebene um so bleibt bei 
iiesei Bewegung der Scheitelpunkt A des Dreiecke welcher 
zuerst auf der Schnittgeraden j gelegen ist stets m der duich 
diese Gertde gehenden ^ erfiLalebene weil d ese senkrecht zu 
HI ist nul liegt nith u nich erfo^em Umlegen des Dt leckt 
in die honztnt^e Pinjectionsebene auf dei Linie j Folglicli 
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braucht maD jetet Dnr noch die Höhe dea Dreiecks oder, was 
dasselbe ist, die Länge dea von dem Punkte L auf die Ge- 
rade g gefällten Lothes zn bestimmen. 

Dieses Loth liegt aber in der durch g' hindurehgehenden 
Vertiealebene ; legt man diese um die verticale Gerade öj G,' 
in die verticale Projectionstafel um, und trägt man (?,'G, und 
G^' L auf der Projectionsaxe a: von G^' bis ö,", bez. L" ah, 
so ist die Sti-ecke (?, G, " gleieU dem Stücke der Schnittgeraden g, 
welches zwischen den beiden Projectionsebenen gelegen ist. 
Fällt man noch von dem Punkte L" das Loth L"K" auf die 
Gerade G^G,", so ist dieses gleich der gesuchten Dreieeks- 
höhe. 

Trägt man schliesslich die Strecke L''K'' von dem Punkte L 
ans auf der Geraden g' bis Ky ab und vci-voOständigt man 
das Dreieck HK^J, so iat dessen Winkel im Punkte K;, gleich 
dem von den beiden Ebenen A und B eingeschlossenen 
Winkel s. 

20. Siebente Aufgabe. (Fig. 13) Zwei sich schnei- 
dende gerade Linien^ uudfe sind durch ihre Projec- 
tionen g', (j" und 7/, //' gegeben. Es soll der von 
ihnen eingetchlossene Winkel a construirt w erden 

Bevor wir an die Lösung dieier Aufgabe herangehen, be- 
merken nir, daaa, weil sich die beiden Geraden g und h 
nach der Voraussetzung achneiden sollen, der Schnittpunkt P' 
ihrer horizontalen Projectioaen und der Schnittpunkt P" ihrer 
verticalen Projectionen die Projectionen dea Punktps P sind, 
in welchem sich die beiden Geraden g und k schneiden, und 
dass daher die Verbindungslinie P' P" senkrecht [37] auf der 
Aïe r stehen muss. Würden die Punkte P' und F" nicht in 
derselben Senkrechten zur Ase x liegen, so würden sich die 
gegebenen Geraden nicht achneiden und konnten folglich nicht 
in einer Ebene liegen. 

Losung. Man verlängert die beiden gegebenen Geraden, 
bis sie die horizontale Projectionsebene in ihren Spnrpuukten G, 
und //j achneiden , und consfruii't diese Punkte. Zu diesem 
Zwecke verläugeit man die zweiten Projectionen g" und h" bis 
zu ihren A\en Schnittpunkten Cf," und H", welche die verti- 
calen Projectionen dieser beiden Spuvpuukte sind, und zieht 
durch beide Punkte in der horizontalen Projectiouaebene und 
aenkrecht zur Axe r zwei Gerade, deren Schnittpunkte mit 
den nothigenfalls verlängerten ersten Projectionen y' und //' 
der Gejadeu g und h ihre ersten Spurpnnkte G, und //, sind. 



Hosted by 



Google 



Darstellende Geometrie- 



31 



,jSl 


/ 


% 


Vx 


<_^ 








\ 




H 


} 


\ 
\ 


K 


^ 



Die Verbindung »gerade GiII^ bildet dann mit den Theilen 
der gegebenen Geraden g und k, ■welche zwischen ihrem Schnitt- 
pnntte F und ihren beiden ersten Spurpnnkten G,, fl, liegen, ein 
Dreieck, dessen der Grund- 
linie (?, /i, gegenüberliegen- 
der Winkel der gesuchte 
"Winke! a ist. Es ist mithin 
nur noch dieses Dreieck zu 
constrniren. Dazu zieht man 
dnreh den Punkt P' eine 
gerade Linie P' Q senkrecht 
zu G, H, und legt die Kbene 
des Dreiecks G, Pif, um 
die Grundlinie G,H^ in die 
horizontale Projectionstafel 
um. Während dieser Bewe- 
gung liegt die Spitze dieses 
Dr^eiecks stets in der durch 
die gerade Linie P' Q gehen- 
den vertical en Ebene und 
konunt nach erfolgtem Um- 
legen in einen Punkt dieser 
Linie selbst zu liegen, dessen 

senkrechter Abstand von der Grimdlinie G, fi, noch zu fin- 
den mt. 

Die horizontale Pi-ojection der gesuchten Strecke PQ 
ist P' Q und die verticale Erhebui^ des Endpunktes P über 
den andern Endpunkt Q ist gleich P^P"', folglich erhält mau 
(nach Figur 5 auf Seite 16) die wahre Länge von PQ, indem man 
die Strecke P'Q auf der Axe x von P,^ aus bis Qj abträgt 
imd dann die Hypotenuse P"Oj zieht, welche gleich der ge- 
anchten wahren Länge ist. Trägt man schliesslich die Sti'ccke 
P" Qji auf der Über P' hinaus verlängerten Geraden QP' von Q 
bis Pp ab und zieht man die Geraden PgC?, und P„H„ so 
erhält man das zu construirende Dreieck, dessen Winkel G^ PqII, 
gleich dem gesuchten Winkel a ist. 

21. Achte Aufgabe. Eine gerade Linie y ist durch 
ihre beiden Projectionen j', g" und eine Ebene E durch 
ihre beiden Spnrlinien e,, fi^ gegeben. Es soll der 
Neigungswinkel a der Geraden gegen die Ebene con- 
strnirt werden, 

[28] Lösung. Fällt man von einem beliebigen Punkte P 



Fig. i:-ï- 
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der Geraden s» ein Loth auf die Ebene E, so ist der Winltel, 
■welchen dieses mit der Geraden j einsohliesst, gleich dem Com- 
plément des gesuchten Winkels er, und es ist daher znr Lö- 
sung dieser Aufgabe die Constiuction dieses Complément win- 
keis ausreichend. 

Wenn man aber auf den beiden Projectionen g' , g" der 
gegebenen Geraden zwei Punkte P', P" wählt, welche in der- 
selben Vertlcalen zur Proje étions ase x liegen, und durch jeden 
dieser Punkte eine Senkrechte zu der gleichnamigen Spurliuie 
der Ebene E zieht, so erhält man die horizontale und verti- 
cale Projection jenes Lothes. Damit ist aber jelat diese Auf- 
gabe auf die vorige, welche den Winkel zweier sich schnei- 
denden Geraden zu finden lehrte, zurückgeführt. 

22. Will man die Kaii« eines Laudes aufnehmen, so denkt 
man sich gewöhnlich die hervorragenden Punkte desselben 
durch gerade Linien, welche Dreiecke begrenzen, mit ein- 
ander verbunden. Es handelt sich dann darum, diese Dreiecke 
in verjllngtem Maassstabe in die Karte einzutragen und zwar 
iu derselben Anordnung, in welcher sie in Wirklichkeit liegen. 
Die Operationen, welche man dazu auf dem Terrain vornehmen 
muss, bestehen hauptsächlich in dem Messen der Winkel dieser 
Dreiecke. Wenn diese Winkel dann unmittelbar in die Karte 
sollen übertragen werden können, so müssen sie in horizontalen, 
der Kartenebene parallelen Ebenen liegen. Ist aber die Ebene 
eines solchen Winkels gegen die Kartenebene geneigt, so darf 
man nicht mehr den Winkel selbst eintragen, sondern nur 
seine horizontale Projection; diese lelatere kann man immer 
bestimmen, wenn man ausser dem Winkel selbst noch die 
Neigungswinkel seiner beiden Schenkel gegen die Horizontal- 
ebene gemessen hat. Dies führt uns zu dem fönenden Ver- 
fahren, welches unter dem Namen der Réduction eines 
Winkels auf den Horizont bekannt ist. 

Neunte Aufgabe. (Fig. 14) Es sind die Winkel a, tf,, 
Wj gegeben, welche zwei Gerade miteinander und mit 
der horizontalen Ebene bilden. Man soll die hori- 
zontale Projection a' des ersten dieser drei gege- 
benen Winkel construiren. 

Lösnng. Es sei Ä' die horizontale Projection des Schei- 
tels des Winkels a und Ä' E' diejenige eines seiner Sehenkel, 
sodass man also, um den Winkel a' zu erhalten, nur noch 
seinen andern Schenkel zu construiren hat. Die zweite Pro- 
jectionstafel mag durch die Gerade A'E', welche dann die 
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Pi jeetons'ixe x ist, hindurchgehen. Hierauf wählt man auf 



Verticalen n eiuen belle- 
betrachtet diesen als den Scheitel- 



der durch d n Iriinkt A' 
iigen Tunkt 1 [29] unt 
] unkt des gemessenen 
W mkelä t Zitht mau 
diun doTch den Punkt A 
die Ijprade i.B -neluhe 
mit der hoi zontal gele- 
geuen Projectionaixe x 
den Winkel JPi' gleich 
dem Neigungswinkel w, 
de^ eisten Schenkels ge 
gen die Honzontilebenp 
emsehheaat so ist lei 
Punkt B dei horizontile 
Spuipunkt dieses eiattn 
Schenkels Zieht min 
terner luich den Punkt 
4 eine zweite Gel ade 
IC welche mit der 
Piojectionsaxe den 

^\ mke! ff j emschliea^t 
und beschreibt man um 

i als Mittelpunkt mit lem Radius A C einen kieisbogen CF. 
so kann der zweite Schenkel die honzontile Ebene nur in 
einem Tunkte dietes Kieisbogens schneiden Fs handelt sich 
also nur ucch diinm den Abstand dieses letzttien Punktes 
Fon emem beliebigen anderen Punkt z B dem Punkte B zu 
finden 

Ihuu hegt aber die^ei Abstand in dei Ebene des ge- 
measenen \\inkel3 a Zieht min also die Gerade 4Z>, sodass 
der \\inkel B ID gleich a ist und tiîgt man d e %-ecke AC 
^cn t lua bis D ab so ist die ^trecke BD j,leich der ge- 
suchten Enttemung 

Beschreibt man achliessiich mit dem P tdius BD um den 
Punkt -t als Mittelpunkt einen Kieisbogen welchei den ersten 
kreiabogen Ci' m dem Punkte E schneidet so ist E der 
honzontale Spuipimkt des zweiten Schenkela Folghch ist^'£' 
die honzontale Pioiection dieses Schenkels und der Winkel 
B i E à.\^ gesuchte Pioiection a des gemessenen Winkels a. 

Die Toratehenden neun Aufgaben geufigen kaum um einen 
Begiiff ^on dei Proieetionsmetbodt zu geben und können 
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daher nicht alle ihre HUlfamittel zeigen. Aber indem wir zn 
aUgemeineren Betrachtungen fortschreiten, -werden wir zugleich 
bemüht sein, die Operationen durchzuführen, welche am ge- 
eignetsten sind, nn3 dieses Ziel erreichen zu lassen. 



Zweiter Theil. 
Tangentialebenen und Normalen krummer Flächen. 

Einleitung. 

23. Da jede krumme Fläche auf mehrere Arten durch die 
Bewegung von Curven erzeugt werden kann, so ist es immer 
möglich, für joden beliebigen Punkt einer Fläche zwei ver- 
schiedene durch ihn hindurchgehende Erzeugende au betrachten ; 
zieht man in diesem Punkte an jede der beiden Erzeugenden 
die Tangente, so ist die durch die beiden Tangenten bestimmte 
Ebene [30] die Tangentialebene. Der Punkt der Fläche, 
in welchem sieh die beiden Erzengenden sehneiden, und wel- 
cher sowohl auf den beiden Tangenten als in der Tangential- 
ebene liegt, ist der Berührungspunkt dieser Ebene mit der 
Fläche. 

Die durch den Berührungspunkt senkrecht zu der Tangen- 
tialebene hindurchgezogene Gerade heisst die Normale der 
Fläche. Sie steht auf dem FJächenelcment senkrecht, weil 
dasselbe in jeder Richtung der Lage nach mit der Tangential- 
ebene, weiche als seine Fortsetzung betrachtet werden kann, 
zusammenfällt. 

24. Die Betrachtung der Tangentialebenen und Normalen 
kiTimmer Flächen ist für eine grosse Anzahl von Künsten sehr 
ntltzUch und für mehrere derselben sogar ganz uneriässlich. 
Wir wollen daftlr zwei Beispiele gehen, eins für jeden der 
beiden Fälle, und nehmen diese aus der Baukunst und aus der 
Malerei. 

Die verschiedenen Stücke, aus denen Quadersteingewölbe 
erbaut sind, heissen Gewölbsteine, und Fugen*) heissen die 
Seitenflächen dieser Steine, längs deren sich zwei benachbaiie 
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Steine liertihren, gleichgültig ol) beide derselben Schicht oder 
zwei benaehh arten angehören. 

Die Lage der Fugen ist mehreren Bedingungen unterworfen, 
welche nothwendig erfüllt sein müssen. Wir werden im Laufe 
dieser Vorlesnngen allmahlicîi alle diese Bedingnngen kennen 
lernen; für den Angenhliek wollen wir uns nur mit derjenigen 
beschäfKgen, welche auf unsere gegenwärtigen Uiitersuchiingeii 
Bezng hat. 

Diese Bedingung, denen die Lage der Fugen genügen 
mnaa , ist die , daas sie senkrecht aufeinander und auf die 
Gewölbfläehe treffen müssen. Wenn man von diesem Gesetze 
merkbar abwiche, so wlirde man nicht nur die allgemeinen 
Schönheitsregeln, ohne deren Befolgung keine gefällige Wir- 
kung zu erzielen möglich ist, verlefaen, aondcrn auch Gefahr 
laufen, das Gewölbe weniger fest nnd dauerhaft zn machen. 
Denn würde eine der Fngen schief auf die GewölbUäche anf- 
treffen, so müsste von den beiden längs dieser Fuge anein- 
andersfosaenden Gewölbateineu der eine einen spitzen, der an- 
dere einen stumpfen Flächenwinkel besifaen, und die Steine 
könnten dem Gegendrücke, welchen sie aufeinander ansUben, 
nicht den gleichen Widerstand entgegensetzen; bei der Sprö- 
digkeit des Materials würde der spitze Winkel der Gefahr des 
Zersplittems ansgesetat sein, wodurch nicht nur die Gestalt 
des Gewölbes verunstaltet, sondern auch die [31] Dauer- 
haftigkeit des Gebäudes beeinträchtigt werden würde. Die 
Construction eines Gewölbes aus Gewölbsteinen erfordert mithin 
unbedingt die Betrachtung der Tar^entialebenen und Kormalen 
der von demselben gebildeten krummen Fläehe. 

25. Gehen wir zu einem zweiten Beispiele über, welches 
auf den ersten Blick nicht von der Art zu sein seheint, dass 
es einer gleich strengen Behandlung fähig ist. 

Man ist gewohnt, in der Malerei zwei verschiedene Theile 
der künstlerischen Thätigkeit zu unterscheiden. Der eine ge- 
hört der eigentlichen Kunst an und hat das Ziel, in dem Be- 
schauer eine bestimmte Erregung, eine bestimmte Empfindung 
heiTor zurufen, oder ihn in die Stimmung zu versetzen, welche 
ihn am besten befähigt, einen bestimmten Eindruck in sich 
aufzunehmen. Dieser Theil seiner Thätigkeit verlangt von dem 
Künstler eine innige Bekanntschaft mit der Psychologie*) und 
die genauesten Kenntnisse von der Natur der Dinge, von der 
Art, in welcher sie auf uns einwirken, und von den, selbst 
unwillkürlichen Kennzeichen, durch welche sich diese Einwir- 
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kuag kundgiebt. Dies Alles kann aber nur das Resultat einer 
ganz ausgezeichneten Erziehung aein, wie sie kaum Jemand zn 
Theil wird und wie wir aie nicht im Entferntesten unseren 
jungen Künstlern angedeihen lassen. Dieser Theil der künst- 
lerischen Thätigkeit ist keiner allgemeinen Regel unterworfen, 
und in BezQg auf ihn lassen sich nur gute RathsohlSge geben. 

Der andere TUeii der Thätigkeit in der Malerei umfasst 
genau genommen das Handwerksmäasige dereelben und erstrebt 
die sorgsame Ausführung der geist^en Schöpfungen des ersten 
Theiles. Hier ist nichts willktU'Uch, alles kann vielmehr auf 
Grund einer strengen Schlnssfolgenmg vorausgesehen werden, 
weil 63 das nothwendige Ergebniss des Zusammenwbkens ge- 
eigneter Objeet« und gegebener Umstände ist. Wenn ein Ob- 
jeot der Gestalt und Lage nach bestimmt ist, wenn man die 
Beschaffenheit, Zahl und Lage aller Körper kennt, welche es — 
entweder mit directem oder refleetirtem Liebte — beleuchten 
können, wenn die Lage des Auges des Beschauers festgelegt 
ist und schliesslich alle Umstände, welche auf die Besiehtigung 
Einfluss haben können, ermittelt und gut bekannt sind, so ist 
das Bild jedes Punktes auf der sichtbai'en Obei-fläche des Ob- 
jectes völlig bestimmt. Alles was sich anf den Farbenton und 
die Helligkeit dieses Bildes bezieht, hängt ab von der Lage 
der Tangentialebene in diesem Punkte des Objectes zn den 
beleuchtenden Körpern und zu dem Auge des Beschauers und 
kann durch Ueberlegung allein gefunden werden; ist es anf 
solche Weise bestimmt, so muss es genau angewendet werden. 
Jede Abschwächuug ebenso wie jede Uebertreibung würde den 
Anblick und die Gestalt des Objectes verändern und eine 
andere Wirkung als die von dem Künstler beabsichtigte her- 
vorbringen. 

Ich weiss sehr wohl, dass die oft nothwendige schnelle 
Ausführnng [32] nur selten eine Methode zu benutzen gestattet, 
welche den Geist jeder sinulichen Hülfe beraubt und ihn allein 
auf die Ausbildung seiner Verstand esfähigkeiteu hinweist, und 
dass es für den Maler weit leichter ist, seine Objecte in Bezug 
auf ihre Stellung, Lage, Farhentöne und Helligkeits Verhältnisse 
zu beobachten und dann nachzubilden. Wenn er sich aber 
daran gewöhnt hätte, die Lage der Tai^entialebenen imd der 
beiden Krümmungen — von diesen sprechen wir in späteren 
Vorlesungen — in jedem Punkte der zu malenden Flächen in 
Betracht zn ziehen, so würde er davon bedeutenden Nutzen 
haben und im Stande sein, die Wirkungen, welche er durch 
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Auaaeraehtlasseu einiger Umstände vielleicht nicht erzielt hat, 
noch hervorzubringen und andere Wirkungen, welche durch 
fremdartige Umstände veranlasst sind, zu beseitigen. 

Sehlieaalich sind solche nichtssagenden Anadrficke, wie 
halbflach, helldnnkel, welche die Maler fortwährend ge- 
brauchen, nur ein beständiges Zengniss dafür, dass sie ein- 
gehendere Kenntnisse und strengere Ueberlegungen nothwendig 
brauchen. 

26. Unabhängig von ihrer Vei'wendbarkeit und Nützlichkeit 
für viele Künste iat die tJntersuchung der Tangentialebenen 
rmd Normalen krummer Flächen in der darstellenden Geometrie 
eines der fruchtbarsten Hlllfsmittel zur Löaung von Aufgaben, 
die durch andere Verfahren nur sehr schwierig zu lösen sind 
und von denen wir einige Beispiele geben werden. 

Methode fur die lîestimmung der Tangentialebenen 
in gegebenen Punkten krummer Flüchen. 

27. Die allgemeine Methode, um die Tangentialebene einer 
krummen Fläche zu bestimmen, besteht (vgl. Artikel 23] darin, 
durch den Bertihrnngapunkt die Tangenten an zwei verschiedene 
durch diesen Punkt gehende Erzeugende zu ziehen und dann 
die dui'ch diese zwei Geraden bestimmte Ebene zu construiren. 
In einigen besonderen Fällen weicht man zwar, um die Con- 
structionen abzuklii^en, ein wenig von der buchstäblichen Be- 
folgung dieser Vorschrift ab, aber man verfährt immer in ganz 
ähnlicher Weise. 

Mit der Construction der Normalen beschäftigen wir uns nicht 
besonders, weil diese auf die Construction einer zur Tangen- 
tialebene senkrechten Geraden hinausläuft, und wir diese 
Construction bereits auszuführen gelernt haben [vgl S. 25 — 26). 

28. Erste Aufgabe. (Fig. 15 n. 16) In einem Punkte P 
einer Cylinderfläche, dessen horizontale Projection 
gegeben ist, soll die Tangentialebene an diese 
Fläche gelegt werden, 

Lösung. Es seien a', a die horizontale und verticale 
Projection der gegebenen Geraden a, welcher die erzeugenden 
der Cylinderfläche [33] parallel sein sollen. In der horizon- 
talen Ebene sei die Curve k gegeben*), durch welche die 

*; In der Figur 15 ifit als diese Cnrve k der durch die Punkte B, 
gehende Kreis mit dem Mittelpunkte A gezeichnet.] 
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gei-adlînige Erzeugende stets hinduïchgeliea soll, und welche 
maa als die horizontale Spur der Cylinderfäche auffassen kann. 
Endlich aei P' die gegebene Horizontalprojection des I'unktes 
der Cylinderfläclie , in welchem die Tangentialebene an diese 
consti'nirt werden soll. 

Zieht man durch den betrachteten Punkt P der Fläche, 
dessen horizontale Projection nach P' fällt, die zugehörige 
geradlinige Erzengende m, so ist diese, da sie eine gerade 




rig, lo 

Lmie ist ihie eigene Tangente und mithn eine dei beiden 
Geraden welche d e Lage der gesufhten fongenti'ilebene be 
atimmen Diete berade muss fern i dei gegd enen Geiadeu 
a paiallel sein folghch aiud ihie beiden Pioiectonen den Ge 
laden n nud a bezngiich parallel Zielt mau aho Inich 
den Innkt P eine Paialkle zu der Geiiden so erhllt man 
die honzontile Projection ii der Erzeigenden m Lm ihie 
verticale Ptoieetiou an eihalteu veil n''eit min die Eizengeude 
m iiif dei ( yhnderfliohe bis «le die hoiizontale Piojections 
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ebene sclmeidet; dies kann nur in einem Pnnkte i 
welcher gleichzeitig auf der horizontalen Projection m' der 
Erzeugenden und auf der LeiÜinie k liegt und alao ein Schnitt- 
punkt beider sein muas. Man verlängert also die Gerade m'j 
bis aie irgend einen Theil der Curve k schneidet. 

Hier bieten sich nun zwei Fälle dar: entweder schneidet 
die Gerade m' die Spnr der Cylinderfläche nur in einem ein- 
zigen Punkte oder in mehreren. Wir wollen die beiden Fälle 
getrennt behandeln und zunächst annehmeuj daas die Gerade 
m', wie weit wir sie auch verlängern, die Curve k nur in 
eiuem Punkte B schneidet. Da dieser Punkt B der erste 
Spni-punkt der Erzeugenden m ist, so erhält man ihre verticale 
Projection m", indem man den Punkt B mitteist der verticalen 
Geraden BB" auf die verticale Projectionsebene projioirt und 
dui'ch den Punkt B" die Parallele m" zu a" zieht. Man hat 
mithin jetzt die beiden Pi-ojectionen einer der Geraden, durch 
welche die gesnchte Tangentiaiebene hindurchgehen musa. Die 
verticale Projection F" des Berührungspunktes P muaa nun 
sowohl auf der durch den Punkt P' zur Axe x gezogenen Senk- 
rechten als auf der zweiten Projection tu" der Erzeugenden in 
und folglich in ihrem Schnittpunkte liegen. 

Schneidet die Gerade tu' die Spur k der Cylinderfläche in 
mehreren Punkten B, G, . . ., so verfähit man für jeden dieser 
Punkte in genau derselben Weise, wie ea aoeben für den Fall 
eines einzigen Schnittpunktes B beschrieben worden ist, [34] 
Daraus folgt nur, dass man die verticalen Projeetionen B" P", 
C" Q", . . ., von eben so vielen erzeugenden Geraden und die 
verticalen Projectionen von eben ao vielen Berührungspunkten 
P", Q", . . . erhält, als es Schnittpunkte der Geraden m mit 
der Curve k giebt. 

In den Figuren 15 u. 16 iat die Spui- k der Cylinder- 
fläche ein Kreis, welcher von einer schneidenden Geraden 
im aligemeinen in zwei Punkten geti'offen wird. Es muss also 
die durch den Punkt P' gezogene Verticale die Cylinderfläche 
in zwei Punkten schneiden, zuerst in dem Punkte P, welcher 
auf der durch den Punkt B gehenden Erzeugenden liegt und 
dessen verticale Projection P" iat, und dann in dem Punkte 
Q", welcher auf der durch den Punkt C gehenden Erzeugenden 
liegt und dessen verticale Projection 0" ist. Obgleich die 
beiden Punkte P und dieselbe Horizontalprojection F' be- 
sitzen, fallen sie durchaus nicht zusammen nud zu jedem von 
ihnen gehört eine besondere Tangentialebene. Jetzt hätte man 
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weiter für jeden BernhruEgapuukt eine zweite Gerade zu eon- 
stniiren, weiche die Lage der Tangentialebene in dem Pimlite 
bestimmt. Wollte man streng nach der aUgemeinen Methode 
verfahren, so miisste man, indem man die Spuriinie der Cy- 
linderflä«he als eine zweite Erzeugende ansieht, dnreh jeden 
BeiflhruDgspnnkt eine solche hindnrchlegen und an dieselbe 
die betreffende Tangente construiren. Bei den Cylindei-fläehen 




Fig. k;. 

kann man aber eine einfachere Betrachtung bcnntzen. Die 
Tangentialebene im Punkte P berührt die Plilche längs der ge- 
radlinigen Erzengenden m, welche durch diesen Punkt hindurch- 
geht, und also auch in dem Spurpunkte B, welcher ein Punkt 
der Graden tu ist; folglich muss die geauehte Tangentialebene 
anch durch die im Punkte B an die Leitlinie Ic des Cylin- 
ders gezogene Tangente hindurchgehen. Dnrch den gleichen 
Schluss erkennt man, dass die Tangentialebene im Punkte Q 
dnrch die im Punkte C an die Leitlinie k gezogene Tangente 
hindurchgehen muss. Wenn man also in den beiden Punkten 
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B und G die Tangenten s, und (, an den Spurkreis zieht 
und sie verlängert, bis sie die Projeetiousaxe in den beiden 
Punkten S^ und T^ schneiden, so hat man damit die in der 
horizontalen Ebene gelegenen Spnrlinien der beiden Tangential- 
ebenen erhalten. 

Es bleiben jetzt nur noch die in der verticalen Ebene ge- 
legenen Spurlinien der beiden Tangentialebenen zu constrniren 
übrig. Da man für jede dieser Spurlinien bereits einen Punkt iS^., 
bez. Tr^ kennt, dnrch welchen sie lündurchgehen muss, so 
braucht man für jede nur noch einen Punkt zu bestimmen. 

Fig. 16. Zn diesem Zwecke constrniren wir, indem wir für 
die erate der beiden Ebenen das Verfahren auseinandersetzen, 
denjenigen Punkt, [35] in welchem eine durch den lierühi'ungs- 
pnnkt P in der Tangentialebene gezogene horizontale Gerade /( 
die verticale Projection s ebene schneidet üie horizontale Pro- 
jection h' dieser HUlfsgeraden h erhält man, indem man durch 
den Punkt P' eine Parallele zu der ersten Spnrlinie ■?, dieser 
Tangentialebene zieht und zwar, bis sie die Axe x in dem 
Pnnkte Jf,' schneidet; die verticale Projection A" ist die durch 
den Punkt P" gezogene horizontale Gerade. Der gesuchte 
Schnittpunkt der Geraden h und der zweiten Projection s ebene 
mnss sowohl auf der durch den Punkt H^' gezogenen Verti- 
calen als auch anf der dnrch den Punkt P" gezogenen Hori- 
zontalen h" liegen nnd ist fo^lich der Schnittpunkt H^ beider. 
Verbindet man schtiesslich noch die Punkte H^ und S,. diirch 
die Gerade s^, so ist sie die zweite Spnrlinie der betrachteten 
Tangentialebene. Um die zweite Spurlinie der anderen Tangen- 
tialebene zn finden, verfährt man in ganz gleicher Weise: man 
zieht durch den Punkt P' zu der Spmlinie t, eine Parallele *', 
welche die Axe in dem Funkte J\ trifft, und errichtet in J\ 
auf der Ase x eine Senkrechte, welche die durch den Punkt 
Q" gezogene horizontale Gerade *" in dem Punkte .7j achneidet. 
Die Verbindungsgerade der beiden Punkte ./j und T^ ist dann 
die gesuchte zweite Spurlinie t^. '") 

29. Zweite Aufgabe. (Fig. 17) In einem durch seine 
Horizontalprojection gegebenen Punkte einer Kegel- 
fläche soll man die Tangentialebene m die Fläche 
constrniren 

Lösung. Du- Losung diesei Aut^-abe weicht \on der vorigen 
nur darin ab, dii'i die eizeugende derade, stitt immer sich 
selbst parallel zu bleiben, st«ts durch die Spitze des Kegels, 
welche durch ihre beiden Projectionen gegeben ist, gehen muss. 
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Wir glauben daher, daaa es sieh nicht empfiehlt, die Lösung 
hier durchzuführen, und empfehlen vielmehr dem Leser, sie 
selbst zu suchen, wozu wir ihm die nachfolgende Figur 17 
als Hulfsmittel für den Fall, dass ein solches noch nöthig ist, 
an die Hand geben. 




Fig. 17. 

30. Dritte Aufgabe. (Fig. 18 u. 19) Man soll iu einem 
durch seine Horizontalprojeetion gegebenen Pnnkte 1' 
einer "ümdrehuiigsfiäche, deren Axe û vertical steht, 
die Tangentialebene an die Fläche eonstruiren. 

Lösung. Es sei A die gegebene horizontale Projection der 
Umdrehungsase a, a" ihre verticale Projection, k" die gegebene 
erzeugende Curve, wie sie eine durch die Äxe a gelegte Ebene 
(in der Figur die zur vertiealen Projection s ebene paraliele 
Ebene) aus der Fläche ausschneidet, und F' die gegebene hori- 
zontale Projection des Bei-Ührungspunktes P. 

Denkt man sieh durch den lierflhrungspunkt P nud die 
Umdrehungsase a eine verticale Ebene bindurchgelegt, deren 
hoiizoatale Projection die unbegi-enzte Gerade AF' ist, so 
schneidet diese Ebene die Umdrehungsfläche in der [36] durch 
den Punkt P gehenden erzeugenden Curve. Zieht man durch 
den Punkt P' eine verticale Gerade, so schneidet sie die eben 
erwähnte Erzengende und fo^lich auch die ümdrehongsfläche 
in einem oder mehreren Punkten P, Q, . . ., welche ebenso viele 
Berlihrungspnnkte mit der gemeinsamen horizontalen Projection 
P' sind, Alle diese Berührungspunkte findet man dadurch, 
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dass man die Strecke AP' anf der Projectionsase x voa A" 
bis B^ abträgt und durch den letzteren Tunkt eine Parallele 




Fig. 18. 



zu a zieht lie Pimktf B , f la dentn diesi, (jeixde 

dieCar\e/ schneidet geben die Höhen über der honzontvlen 
Projeetionstafel lui ebenso %i6le Schnittpunkte dei duirh den 
Punkt P gezogenen Verticolen mit dei durch P gehenden Er 
zeugenden dei Fliehe an Um die verticalen Prt)eotionen dei 
gesuchten Beitihrnngspunkte 7u eihalten, zieht man durch alle 
die^e Punktt B , L unhegienzte horizontale Gerade ant 

wekhen jene liegen müssen ludererseits müssen sie iber <iurh 
luf dei durch den Tunkt P senkiecht zm Pio|ectionsaie i 
gezogenen Geiaden liegen Die Schnittpunkte P l> 
dieser letzteren Senkiechten mit den eben erwähnten hoiiz n 
talen beiaden amd mithin die zweiten liojectKuen der \ei 
achiedeneu Beitihiungspunkte 
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Legt man femer durch jeden Bei-lilirungspnnkt eine hori- 
zontale Ebene hindnrcl^ so schneidet diese die Umdrehuiigs- 
rtäche in einem Kreise, welcher ala eine zweite erzengende 
Curve derselben .betrachtet werden kann; der Mittelpunkt dieses 
Kreises liegt auf der Axe a und die Tangente im Berfüinings- 
punkte steht, da sie auf dem zugeharigen Eadins senkrecht 
steht, auch senkrecht anf der dnreh die Gerade AP hindurch- 
gelegten vei-tiealen Ebene, in welcher dieser Radius liegt. Die 
durch diese Kreistangente hindui-chgehende Tangentialebene 
ranss folglich anch anf derselben veiüealen Ebene senkrecht 
stehen und daher in der horizontalen Projeetionsebene eine 
KU AP" senkrechte Spur haben, zn deren Bestimmung man 
nnr noch ihren senkrechten Abstand von dem Punkte A zu 




bestimmen braucht Zieht man i 
C", ... die Tangeuten B" F,,., C" 
k", so .geben die Strecken A" F.., 



durch die Punkte B'\ 
■(,... an die Erzeugende 
" Gj,, ... die gesuchten 
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Ab tand Trägt man scliliesslieli diese Strecken von A aus 
auf de ö aden AP' bez. bis F, O, . . . ab und zieht mau 
du h d so erhaltenen Punkte die zu AP' senkrechten Ge- 
ad n t . . ., welche die Projections ase in den Pnnkten Sj., 
r sehneiden, so sind letztere Geraden die ersten Spur- 

1 n de esnehten Tangentialebenen. 

Um in der vertiealen Projections ebene die Spurlinien aller 
dieser Ebenen zu erhalten, mnsä man sich durch jeden Berüh- 
rungspunkt eine horizontale Gerade in der zugehörigen Tangen- 
tialebene gezogen nnd bis zu ihrem Durchstosspnnkte durch die 
verticale Projeetionstafel verlängert denken. [37] Jede solche 
Gerade iat die Tangente an den durch den zugehörigen Be- 
rührungspunkt gehenden Parallelkreis der Fläche, und ihr in 
der vertiealen Projection s ebene gelegener Spurpunkt gehört 
der in derselben Ebene liegenden Spurlinie der beti'cffenden 
Tangentialebene an. Für alle Berührungspunkte P, 0, ■ ■ . 
haben die horizontalen Hfllfsgeraden /;, i, . . . dieselbe hori- 
zontale Projection, nämlich die durch den Pnnkt F' senkrecht 
zu AP' gezogene Gerade h', welche in dem Punkte H^' die 
Projectionsaxe schneidet. Zieht man durch H^' eine verticale 
Gerade, so liegen auf ihr alle Durchstosspnnkte der horizon- 
talen Htüfsgcraden durch die verticale Projeetionstafel, und da 
diese Punkte auch auf den durch P", G", . . . gezogenen hori- 
zontalen Geraden /*", i", . . . liegen müssen, so sind sie die 
Schnittpunkte H^, J^, . ■ ■ derselben mit der vertiealen Geraden 
durch Zf,'. Jeder dieser Punkte liefert einen Punkt der gesuchten 
zweiten Spurlinie fUr je eine der betrachteten Tangentialebenen. 
Polglich ist die Gerade Sj, welche H^ mit S^ verbindet, die 
zweite Spiulinie der ersten Tangentialebene, die Gerade t^, 
welche J^ mit T,. verbindet, diejenige der zweiten Tangential- 
ebene, und ao fort, wenn deren noch mehrere zu betrachten 
sind. 

Wir beschränken uns jetzt auf die drei soeben behandelten 
Beispiele, weil diese für alle Flächen, deren Erzeugung wir 
früher (vgl. 8. 20 — 22) beschrieben haben, ausreichen. In der 
Foilsetznng dieses Werkes werden wir Gelegenheit haben, die 
Erzeugung von weit mehr Flächenfamilien kennen zu lernen 
und dann das gleiche Verfahren zur Bestimmung ihi-er Tan- 
gentialebenen und Normalen anwenden. Jetzt wollen wir eine 
Aufgabe behandeln, zu deren Lösung man mit Torthei! die 
Betrachtung einer Tangentialebene Ijenutzt. 

31. Vierte Aufgabe. (Fig. 20) Zwei Gerade g und 7/ 
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sind durch ihre horizontalen und verticalen Projec- 
tionen^', h' und y, /*" gegeben. Ea sollen die heiden 
Projectionen h , n ihres kflrzesten Abstandes (d. h. 
der Geraden, welche gleichzeitig auf den beiden 
Geraden^ und A senkrecht steht) construirt und die 
wahre Länge desselben bestimmt werden. 

Lösung. Durch die erste der beiden gegebenen Geraden g 
denken wir uns eine Ebene Z parallel zu der zweiten Geraden \ 
gelegt, was immer möglich ist; denn wenn man durch einen 
beliebigen Punkt der Geraden g eine Parallele zu der Geraden 
h zieht und diese dritte Gerade sich immer parallel zu sieh 
selbst die Gerade g entlang bewegen lässt, so erzengt sie die 
Ebene S. Femer denken wir uus um die Gerade /( ais Äse 
einen Ereiseylinder conatmirt, [38] dessen Radius gleich dem 
gesuchten kflrzesten Abstände der beiden Geraden y und h ist. 
Diese Cyliudei'fläche wird von der zuerst construirten Ebene X 
längs einer zur Cylinderase h parallelen Geraden m beiUhrt, 
welche die Gerade g in einem bestimmten Punkte P schneidet. 
Zieht man dnrch diesen Punkt eine Senkrechte zu der Ebene Z, 
30 ist sie die gesuchte Gerade des kflrzesten Abstandes; denn 
sie geht durch einen Punkt der Geraden j, steht in diesem 
auf g senkrecht und schneidet die Gerade A unter einem rechten 
Winkel, da sie ein Radius der um die Gerade h als Ase con- 
struirten Cylinderfläche ist. 

Es kommt also nur noch darauf an, alle Schritte dieser 
Lösung allmählich durch Construction wirklich auszuftlhren. 

1. Um die Spnrlinien s, , s, der durch die Gerade g parallel 
zu der andern Geraden li gelegten Ebene Z zu conatruiren, sucht 
man zunächst den Punkt G^, in welchem die Gerade g die 
horizontale Ebene schneidet; dieser ist ein Fankt der ersten 
Spurlinie s,. Nachdem man die verticale Projection g bis 
zum Schnittpunkte G" mit der Projecöonsaxe x verlängert 
hat, zieht man dnrch den Punkt ff," eine Senkrechte zu x, 
welche die horizontale Projection g' in dem gesuchten ersten 
Spurpunkte ö, schneidet. Femer zieht man dnrch den zweiten 
Spurpunkt der Geraden g, dessen Horizontalprojection ff,' ist 
und dessen Verticalprojeetion mit dem Punkte (?, selbst zu- 
sammenfällt, zu der Geraden h die Parallele i, deren Projec- 
tionen man erhält, indem man durch G^ zn K die Parallele i' 
und durch G^ zu fe" die Parallele i" zieht. Errichtet man in 
dem Schnittpunkte J" der Ase œ mit i" eine Senkrechte, so 
schneidet diese die erste Projection *' in dem ersten Spur- 
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punkte J, der Hiilfsgeraden i. Der Pnnkt J, ist dann eben- 
falls ein Punkt der ersten Sparlinie der gesuchten Ebene T. 




Fig. 20. 

Zieht mau also die Gerade G, /[, weiche mau bis zu ihrem 
Schnittpunkte i^j. mit der Äxe x verlängert, so ist sie die 
I erste Spudinie s,. Verbindet man noch die Punkte 
md Gj durch eine Gerade, so ist diese offenbar die zweite 
Spnrlinie s^ derselben Ebene. 

2, Um die Berührungslinie m der Ebene Z mit der Cjlinder- 
fläche zu conatruiren, muss man von einem beliebigen Punkte 
der Geraden A, welche die Axe des Cylindcra ist (z. B. von 
ihrem ersten Spurpunkte i/J, ein Loth auf die tangireude Kbeue 
Z fallen; der Pusspunkt K dieses Lottes ist ein Punkt der 
Bertihnmgs linie m. Um diesen Pusspunkt nach der frtiher 
(vgl. Art. 16, 8. 25—26) gegebenen Methode zu finden, be- 
stimmt man zunächst die Projectiouen des erwähnten Lothes, 
[39] indem mau durch die Punkte H^, //," bez. die Senkrechten 
/', l" zu den Spurlinien s,, s^ zieht. Nachdem man dann die 
Gerade 1' verlängert hat, bis sie die Spnrlinie s^ in dem Punkte 
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F^ und die l'rojectiouäaxe x in dem Punkte F^' schneidet, 
projicirt man den erateren in den Punkt F^" der Projections- 
axe X, den letzteren in den Punkt F^ der Spurlinie s^ und 
zieht daun die Gerade F," F,, deren Sohnittpunkt mit /" die 
zweite Projection K" des gesuchten Fuaspunktes ist; die Hori- 
zontalprojection IC desselben erhält man dadurch, dass man 
K"K' senkrecht zur Projeetionaase x bis zum Schnitte mit V 
zieht Die durch die Punkte K', K" bez. zu /*', h" gezogenen 
Pai-allelen m', m" sind die beiden Projectionen der Geraden m, 
in welcher die Ebene Z von der Cylinderfiäche berührt wird. 
Die Punkte I", P", in denen die beiden Projectionen von m 
von denen der gegebenen Geraden g geschnitten werden, sind 
die Projectionen des Punktes P der Geraden j, durch welchen 
die gesuchte Linie des kürzesten Abstandes iundurehgeht. 

3. Nachdem man die Projectionen P', P" des Punktes P 
der gesuchten Linie des kürzesten Abstandes kennt, braucht 
man nur durch den Punkt P' eine Senkrechte zu der Spur- 
linie s^ und durch den Punkt P" eine Senkrechte zu der Spur- 
linie .*j zu ziehen; die zwischen den Projectionen der beiden 
Geraden gelegenen Stücke P' Q' und P'' Q" sind dann die 
Projectionen des gesuchten küraesten Abstandes. 

4. Um schUesslich die wahi'C Länge dieses küi'zesten Ab- 
standes zu erhalten, wendet man das in dem Artikel i) durch 
die Figm- 5 (Seite 16) veranschaulichte Verfahren an.^] 

Die ZuhOlfenahme einer Cylinderfläche, welche von einer 
Ebene berührt wird, ist znr Lösung dieser Aufgabe nicht un- 
bedingt nöthig. Man kann auch SO verfahren, dass man eine 
zu den beiden gegebenen Geraden g und /( parallele Ebene 
constmirt und dann durch die Geraden y und It zu dieser 
Ebene senkrechte Ebenen hindurchlegt; die Schnittgerade dieser 
beiden letzteren Ebenen ist dann die Linie des küKcsten Ab- 
Standes. Wir begnügen nns aber mit dieser Andeutung der 
anderen Lösung und empfehlen dem Leser, die Construction 
zu seiner Uebung selbst durehznfiihren. 



Bedingungen, weiche die Lage der Tangential- 
ebene einer beliebigen krummen Fläche bestimmen. 
Itemerkung itber die abwickelbaren Flächen. 

32. In den verschiedenen Aufgaben, welche wir über die 
Tangentialebenen krummer Flächen gelöst haben, setzten wir 
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stets voiäua, daaa der gegebene Puntt, durch -welchen die 
Tangentialebene hindurchgehen soll, auf der Fläche liegt 
und der Beröhrungapunkt der Tangentialebene ist; diese Be- 
dingung allem , genügte, um die Lage der Ebene zu bestimmen. 
Dies ist aber nicht mehr der Fall, [40] wenn der Punkt, durch 
welchen die Tangentialebene hindurchgelegt werden soll, ausser- 
halh der Fläche liegt. 

Damit eine Ebene ihrer Ijage nach völlig bestimmt sei, muas 
sie drei verschiedenen Bedingungen geniigen, deren jede mit 
der andern Bedingung, dass die Ebene durch einen gegebenen 
Punkt hindurchgehen soll, gleichwerthig ist. Wenn der Berüh- 
rungspunkt nicht gegeben ist, ao kommt aber im Allgemeinen die 
Bedingung, dass eine Ebene Tangentialebene an eine krumme 
Fläche sein aoll, nur einer einzigen dieser drei Bedingungen 
gleich. Stellt man sich also die Aufgabe, durch derartige 
Bedingungen die Lage einer Ebene zu bestimmen, so sind 
deren im allgemeinen drei niithig. Denn nehmen wir drei 
krumme Flächen und eine Ebene, welche eine derselben be- 
rührt, als gegeben an, so können wir uns vorstellen, dass sich 
diese Ebene v.m die Fläche herumbewegt, indem sie dieselbe 
dabei fortwährend berührt; diese Bewegung kann nach allen 
Eichtnngen hin stattfinden, wobei nur der Berührungspunkt 
seine Lage auf der Fläche ändert und sich nach derselben 
Kichtung hin bewegt, nach welcher die Bewegung der Ebene 
gerichtet ist. Denken wir uns nun, dass diese Bewegung nach 
einer beliel)igen, aber bestimmten Richtung hin vor sich geht, 
und zwar so weit, bis die Ebene die zweite Fläche in einem 
bestimmten Punkte berührt, so ist dann die Ebene zwar zu- 
gleich Tangentialebene an die beiden ersten der gegebenen drei 
Flächen, aber ihre I^age ist dadurch noch nicht festgelegt. Wir 
können uns nämlich vorstellen, dass sieh die Ebene nun um 
beide Flächen herum dreht, indem sie stets beide zugleich be- 
rührt. Sie kann sich dabei nicht mehr, wie früher, frei nach 
jeder Richtung, sondern nur noch nach einer einzigen Kichtung 
bewegen. Mit der Ebene bewegen sich zi^leich ihre beiden 
Berührungspunkte und zwar jeder auf seiner Fläche; werden 
die beiden Berührungspunkte durch eine Gerade verbunden, so 
bewegen sich diese beiden Punkte in Bezug auf die Gerade 
in. demselben oder in entgegengesetztem Sinn, je nachdem die 
beiden krummen Flächen die Ebene auf derselben oder auf 
verschiedenen Seiten berühren. Denken wir uns nun diese 
einzige noch mögliche Bewegung so weit fortgesetzt, bis die 
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Ebene auch die dritte gegebene Fläche iu einem beatimmten 
Punkte berührt, so ist dann die Lage der Ebene vollständig 
festgelegt, und die Ebene kann sieh niebt mehr bewegen, 
ohne aufzuhören an einer der gegebenen Flächen Tangential- 
ebene zu bleiben. 

Wie mau sieht, sind also, um die Lage einer Ebene dureh 
unbestimmte Bertlhrungen mit gegebenen krummen Fläeheu zn 
bestimmen, im allgemeinen deren drei nötbig. Wenn man sich 
daher die Aufgabe stellt, an eine gegebene krumme Fläche 
eine Tangentialebene [41] zu legen, so ist diese Bedingung 
nur einer der drei Bedingungen, durch welche die Lage einer 
Ebene bestimmt wird, gleiohwerthig, und man kann noeh zwei 
andere Bedingungen willkörlieh hinzuftlgen, z. B. daas die Ebene 
noeh durch zwei gegebene Punkte oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, durch eine gegebene Gerade gehen soll. Soll die Ebene 
gleichzeitig zwei Flächen bei'Chren, so sind dadurch zwei Be- 
dingungen gegeben, und es bleibt nur eine, über welche man 
frei verfügen kann, z. B. indem man annimmt, dass die Ebene 
durch einen gegebeneu Punkt hindurchgehen soll. "Wenn aber 
die Ebene gleichzeitig drei gegebene Flächen berühren soll, 
so ist keine Bedingung mehr frei verfügbar, da die Lage der 
Ebene bereits völlig bestimmt ist. 

Das soeben (üesagte bezieht sieh auf krumme Flächen im 
allgemeinen und gilt nicht fiii- die Cylinder-, Kegel- und ab- 
wickelbaren Flächen, Denn bei diesen Arien von Flächen 
findet die Beiührung mit einer Ebene nicht nur in einem ein- 
zigen Punkte statt, sondern längs einer unbegrenzten Geraden, 
welche mit einer Erzeugenden der Fläche zusammenfällt. Die 
Forderung, dass eine Ebene eine einzige solche Fläche bei'tthren 
soll, kommt zwei Bedingungen gleich, da die Ebene dm-ch eine 
gerade Linie gehen mnss, und es bleibt folglich nur noch eine 
Bedingung frei wählbai-, wie z. B. die, dass die Ebene durch 
einen gegebenen Punkt gehen soll. Man kann also nicht ver- 
langen eine Ebene zu eonstruireu, welche au zwei derariige 
Flächen Tangentialebene ist, und noch weniger eine solche, 
welche es an drei derartige Flächen ist, ausgenommen in 
Fällen, in welchen durch vorhandene besondere TJuiatände 
diese Bedingungen miteinander verträglich sind. 
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33. Bevor wir weiter gehen, emptiehlt ea sich, einige 
Beispiele von Fällen zn gehen, in denen man gezwungen ist, 
Tangentialehenen an krumme Flächen von nicht auf ihnen 
liegenden Punkten zu legen. 

"Wenn man die allgemeinen Grundsätze der Befestigimgs- 
kunst auseinandersetzt, so nimmt man zunächst an, dass das 
Terrain, welches eine Festung auf Kanonenachusaweite um- 
gieht, nach jeder Eichtuug hin eben ist und keine Anhöhen 
aufzuweisen hat, welche dem Belagerer irgendwelchen Vortheil 
gewähren könnten. Unter dieser Voraussetzung bestimmt man 
die Risse der HanptwäUe. Lfinetten, gedeckten Gänge und der 
vorgeschobenen Werke und giebt an, [42) wie die verschie- 
denen Theile der Befestigungen sich gegenseitig beherrschen 
milBSen, damit alle in wirksamster Weise zu ihrer wechsel- 
seitigen Vertheidignng beitragen. Um dann diese Grundsätze 
anf den Fall anzuwenden, in weleliem sich in der Umgebung 
der Festung irgend eine Anhöhe befindet, die ein Belagerer 
benutzen könnte und gegen welche mithin die Featui^ geachlitzt 
werden muss, muss man eine weitere Betrachtung zu Hälfe 
nehmen. Ist nur eine einzige Anhöhe vorhanden, so wählt 
man in der Festung zwei Punkte, durch welche man eine Tan- 
gentialebene an die Anhöhe, vor deren Bestreichung man sieh 
aohützen will, legt. Diese Tangentialebene nennt man De- 
filementebene, und man las st alle Theile der Befestigungen 
sich ebenso hoch Über die Défile m entebene erheben, als sie 
sieh Über die Horizontalebene erheben müssten, wenn das 
Terrain völlig ehen wäre. Dadurch erreicht man ea, dasa die 
Befestigungs werke einander und alle zusammen die benachbarte 
Anhöhe in derselben Weise beherrschen, wie in einem ganz 
ebenen Terrain, und die Befestigungen gewähren die gleichen 
Vortheile, wie in dem ersten Falle. Betreffs der Wahl der 
beiden Punkte, durch welche die Defilementebene hinduroh- 
gehen muss, ist folgenden zwei Bedingungen zn genügen: 
1. Der von dieser Ebene mit dem Horizonte gebildete Winkel 
sei möglichst klein, damit die Wallgänge weniger Neigung 
haben und der Vertheidigungsdienst anf weniger Schwierig- 
keiten atöast. . 2. Die Erhebung der Befestigungen aber das 
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natürliche Terrain sei ebenfalls so klein als möglich, damit 
ihr Bau weniger Arbeit und Kosten verursacht. 

Sind in der Umgebung der Festung zwei Anhöhen vor- 
handen, vor deren Bestreichung die Befestigungen zu schützen 
sind, 80 mu83 die Defilementebene Tangentialebene an die 
Flächen heider Anhöhen zugleich sein. Um ihre Lage fest- 
zulegen, kann man mithin nnr noch über eine Bedingung frei 
verfügen, und zwar thut man dies in der Weise, dass man 
in der Festung den Punkt, durch welchen die Defilementebene 
hindurchgehen soll, so auswählt, dass soweit ala irgend möglich 
die im ersten Falle angegebenen Bedingungen erfüllt sind. 

34. Daa zweite Beispiel, welches wir anführen wollen, ist 
wieder der Malerei entnommen. 

Die Oberflächen der Körper zeigen, besonders wenn sie 
polirt sind, so glänzend leuchtende Punkte, dass sie in ihrem 
Glänze dem der Lichtquelle, welche die Fläche beah'ahlt, fast 
gleichkommen. Die Leuchtkraft dieser Punkte ist um so grösser 
und ihr Umfang um so kleiner, je glänzender und glatter die 
Oberfläehcn sind. [43] Wenn die Obci-flächen matt und rauh 
sind, so haben die leuchtenden Punkte geringeren Glanz und 
nehmen einen grösseren Theil der Oberääche ein. 

Für jede Fläche ist die Lage des leuchtenden Punktes 
durch die folgende Bedingung bestimmt: Der einfallende Licht- 
strahl und der nach dem Auge des Beschauers reflectii-te Licht- 
strahl müssen in derselben Hormalebene zur Tangentialebene 
in dem leuchtenden Punkte liegen und mit dieser letzteren 
gleiche Winkel bilden, weil der leuchtende Punkt als Spiegel 
wirkt und ein Theil des Bildes der Lichtquelle in das Auge 
zurückstrahlt. Die Bestimmung dieses Punktes erfordert die 
äusserste Genauigkeit, und der geringste dabei begangene Fehler 
giebt zu sehr grossen Irrthümern und Verzerrungen in dem 
äusseren Ansehen eines Gegenstandes Anlass, selbst wenn 
seine Umrisse und seine Zeichnung mit mathematischer Ge- 
nauigkeit ausgeführt sind. Wir geben dafür nur ein einziges, 
aber sehr treffendes Beispiel. 

Die Oberfläche des Augapfels ist glänzend und, um ihren 
Glanz ao intensiv als möglich zu machen, ausserdem noch mit 
einer dünnen Flüssigkeits schiebt überzogen. Beobachtet man 
ein offenes Auge, so nimmt man auf semer Oberfläche einen 
leuchtenden Punkt von gi'osaem Glaaize und sehr geringem 
Umfange war, dessen Lage von derjenigen der Lichtquelle und 
des Beobachters abhängt. Hätte die Obei-fläche dea Augapfels 
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voUkommenQ Kugelgestalt, so könnte sicli das Ange um aeine 
verticale Axe drehen, ohne daas die Lage des leuchtenden 
Punktes die geringste Aendei-ung erfahren wflrde. Der Aug- 
apfel ist aber in der Richtung der Sehaxe verlängert, und 
wenn er sich um seine verticale Axe dreht, so verseliiebt sich 
die Lage des leuchtenden Punktes. Diese Verschiebung, für 
welche wir durch laage üebui^ sehr empfindlich geworden 
sind, bedingt sehr wesentlich unser Urtheil über die Stellung 
des Angapfels, Hauptaächlich aus dem Unterschiede der Lage 
der leuchtenden Punkte auf den Oberflächen der Augäpfel 
eines Mensehen erkennen wir, oh er schielt oder nicht schielt, 
ob er uns ansieht oder nieht ansieht, und wohin er in dem 
letzteren Falle seinen Blick gerichtet hat. 

Indem wir dieses Beispiel ei-wäbnen, wollen wir damit nicht 
behaupten, dasa man nnn die Lage des leuchtenden Punktes 
auf dem Augapfel dni'eh geometrische Zeichnung bestimmen 
soll; wir wollen durch dasselbe nur deutlich erkennen lassen, 
wie geringe In-thümer in der Lage dieses Punktes oft beti'äch(>- 
liche Fehler in der äusseren Eraeheinung des Gegenstandes 
hervorbringen können, obgleich sonst sein äusserer Umriss 
immer deraelbe bleibt. 

[44] 

Tangentialebene an eine oder mehrere Kugeln. 

Bemerkenswerthe Eigenschaften des Kreises, 

der Kugel, der Kegelschnitte und der Flächen 

zweiten Grades, 

35. Gehen wir nun zur wirklichen Bestimmung von Tangen- 
tialebenen llber, welche von einem ausserhalb liegenden Punkte 
an krumme Flächen gelegt werden sollen. 

Die Kugel ist eine der einfachsten Flächen, welche man 
betrachten kann. 8ie hat mit einer grossen Anzahl anderer 
Flächen die Art der Erzeugung gemeinsam; man könnte sie 
z. B. zu deu Umdrehungsflächen zählen und sie nieht beson- 
ders betrachten. Ihre Kegelmässigkeit aber ist die Ursaehe 
von bemerkenswerthen Resultaten, von welchen einige durch 
ihre Neuheit besonderen Keiz haben und mit welchen wir uns 
— ■ weniger ihrer selbst willen, als am in der räumlichen An- 
sehauui^ die fitr al^emeinere und niltzlichere Dinge nöthige 
Uebung zu erhalten — zunächst beschäftigen wollen. 
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3ö. Erste Aufgabe. Es soll durcli eine gegebene 
Gerade eine Tangentialebene an eine gegebene Kugel 
gelegt werden. 

Lösung I. (Fig. 21 u. 22) M', M" seien die beiden Pro- 
jeetionen des Kugelmittelpunktes M, k' die erste Projection des 
horizontalen grössten Kngelkreises k und g' , g die beiden Pro- 
jectionen der gegebenen Geraden g. Dnreb den Kugelmittel- 
pnnkt M denken wir uns zunächst eine Ebene E senkrecht zu 
der Geraden g gelegt nnd nach dem von uns in dem Artikel 16 
(Seite 25 — 26) gegebenen Verfahren die Projectionen P', P" 
des Sehnittpnnktes dieser Ebene mit der Geraden g bestimmt. 

Durch die Gerade g können offenbar zwei Tangentialebenen 
E und T an die Kugel gelegt werden, welche sie auf verschie- 
denen Seiten bei-übren nnd zwischen denen die Kugel selbst 
liegt. Deshalb erhalten wir zwei ' " 




punkte S und T, deren lio)titiou^n yunichsf i\\ con-itruiren 
sind. 

Fällt man zu dem Zwecke von dem Kugelmittelpunkte Lothe 
auf die beiden Tangentialebenen Z und T, so treffen die Lothe 
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diese letzteren m ihreu Bprührungäpunkttn s T mit dei Engel 
und liegen in der zu der ge^ebeue» deraden / senkiechten 
BUltsebene E Die beiden Benlhiung'ipuiikfe sind miflnn auf 
dei Schnittlinie dei Kugel nnd der Ebene E gelegen welche 
em gl' fetter Kuftelkieis lat und an welche die beiden Schnitt 
geraien der El ene E mit den gesuchten Tingentialehenen 
Tin^enten sinl 

[45] Man denkt anh ilso m dei Eliene E durch den Kngel 
mittelpnnkt M eine horizontile Uende h gezogen derea vei 
ticäle Projection h die duich den Punkt M' gezogene horizontale 
Gerade nnd deren Uomontale Projection h' das von dem Pnnkte 
M' auf die Projection g' gefällte Loth ist. Denkt man sich 
dann weiter die Ebene E um diese horizontale Gerade h in 
die Lage E^ parallel zur eraten Projeetiousebene gedreht, so 
muss der Sehnitfkreia der Ebene E mit der Engel sich eben- 
falls in den Kreis h' projiciren, auf dessen Peripherie dann 
auch die beiden gesuchten Berührungspunkte liegen. Construirt 
man noch den Punkt P^ — die Projection des Punktes P^, 
in welchen der Schnittpunkt P der Ebene E und der Geraden g 
durch diese Umlegung zu liegen kommt — , so bestimmen die 
beiden Tai^enten P^ S„' und P^ TJ, welche von P^' aus an 
den Kreis k' gezogen werden können, die beiden gesuchten 
Berflhrungspunkte in der umgelegten Ebene E„. Den Punkt PJ 
oder, was dasselbe ist, den Abstand des Punktes P von dem 
Punkte A*) kann man aber leicht finden, da die hoiTzontale 
Pi-ojectioo dieser Strecke gleich A'P' und die Differenz der 
verticalen Höhen ihrer Endpunkte gleich S"P" ist; trägt man 
also die Strecke A' P' auf der Geraden k" von B" aus bis A" 
ab, so ist die Hypotenuse A°P" gleich dem gesuchten Ab- 
stände, welchen man dann auf der Projection g' von A' bis 
Pf,' abträgt. Von PJ zieht man hierauf die beiden Tangenten 
au den Kreis k, deren Berührungspunkte die Projectionen S„', 
T„' der gesuchten Bertthningspunkte in der Lage iS^, T^^ in 
welche sie durch die Umlegung der Ebene E zu liegen ge- 
kommen sind, bestimmen. 

Um nun schliesslich die Projection A", T der Berühniögs- 
punkte S, T in ihrer eigentlichen Lage zu finden, dreht man 
die umgelegte Ebene E;, wieder um die Gerade /* in ihre ur- 
spi-üngliche Lage E zui'ück, wodurch der Punkt /*„, die beiden 
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Tangenten P^Öo, PgT^ (welche bis zu ihren Schnittpunkten 
G und D mit der Geraden h verläi^ert sind} und die Sehne 
S^, Tg (welche die Gerade h in dem Punkte E schneidet) in 
ihre natürliche Lage, also in F, PS, PT, ST za liegen kommen. 
Die Punkte 0, D, E und also auch 0', D', E' behalten bei 
dieser Bewegung uaperäadert ihre Lage bei, da sie auf der 
Umdrehungsaxe selbst liegen. Die Punkte S„, Tg beschreiben 
Kreisbögen, deren Ebenen senkrecht auf der Geraden h stehen 
und deren horizontale Projectionen die von Sg, Tg auf die 
Gerade h' gefällten Lothe sind; auf diesen Lothen mflssen die 
horizontaien Pi-ojectionea 6", 7" der geanchten Berührungs- 
punkte S, T liegen. Während dieser RtLckwärtsbewegung der 
Ebene E bleiben aber die beiden Tangenten PgS^ G nnd 
PgT„D stets Tangenten an den grössten Kugelkieia, welcher 
von der Ebene E aus der Kngel ausgeschnitten wird, und Sg 
und Tp stets ihre Berührungspunkte mit demselben; [46] ist 
die Ebene in ihre ursprüngliche Lage E zurückgelangt, so fällt 
der Punkt P„' wieder in den Punkt P' und die beiden Tangen- 
ten projiciren sich iu die geraden Linien P' C und P' I)'. 
Auf diesen beiden letzteren Geraden müssen auch die ersten 
Projectionen S' und T' der gesuchten Berührungspunkte liegen, 
und folglich ist der Schnittpunkt von P' G' mit dem von Sq 
auf k' gefällten Lothe der Punkt S' und der Schnittpunkt von 
P'D' mit dem von T^' auf h' gefällten Lothe der Punkt 2"; 
die beiden Punkte S' und T' liegen mit E' in gerader Linie, 

Um die verticaJen Projectionen S", T" derselben Punkte 
zu erhalten, zieht man zunächst durch S' und T' Senkrechte 
zui' Projectionsaxe a: von unbestimmter Länge und bestimmt 
von den Punkten G, D die zweiten Projectionen G", D", 
welche auf der zweiten Projection h" der Geraden h liegen 
müssen. Verbindet man G" und D" mit P", so sind diese 
Geraden die verticaleu Projectionen der beiden Taugenten. 
Folglich mtissen auf ihnen die gesuchten Projectionen S", T" 
der Berührungspunkte liegen und daher iu ihre Schnittpunkte 
mit den durch die Punkte S', T' zu der Projectionsaxe ge- 
zogenen Senkrechten fallen. 

Saehdem man so die horizontalen und verticalen Projec- 
tionen der beiden Berflhi'ungspunkte gefunden hat, denkt man 
sich durch jeden dieser Punkte eine zu der gegebenen Ge- 
raden jr pai'allele Gerade gezogen, um die ersten Spurlinien 
der beiden gesuchten Tangentialebenen zu construiren. Diese 
Geraden i und l liegen in den entsprechenden Tangentialebenen, 
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und man erhält ilire Projeotionen, indem man zu g' eine Pa- 
rallele i' durch S' und eine Parallele V durch 2", zu (j" eine 
Parallele i" durch 8" und eine Parallele /" durch T" zieht. 




Fig. 22, 

Dann construirt man die ersten Spnrpunkte (?,, ,/,, i, der 
Geraden g, i, l und erhält in den Verbindnngsgeraden G, .7,, 
ff, i, die ersten Spurlinien s^ , t, der beiden gesuchten Tan- 
genti^ebenen Z, T. 

Anstatt durch die Berührungspunkte S, T neue Hftlfagerade 
Î, l zu ziehen, kann man auch die ersten Spurpunkte der 
beiden Tangenten PS, FT anfsnchen, welche denselben Zweck 
erfüllen würden. Um die zweiten Spnrlinien s,, t^ der ge- 
suchten Tangentialebenen zu erhalten, wendet man das schon 
Öfter benutzte Verfahren an. 

Die Lösung hätten wir viel eleganter gestalten können, 
wenn wir die beiden Projectionsebenen durch den Kugelmittel- 
pnnkt gelegt hätten. Dann würden die beiden Projeetionen 
der Kugel in ein und denselben Kreis gefallen und die geraden 
Linien weniger lang zu ziehen gewesen sein. Wir haben aber 
diese Annahme nicht gemacht und beide Projeclionen der Kugel 
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getrennt von einander gezeichnet, um unseren Ent Wickelungen 
grössere Durct^ioht^keit geben zn können, Ea ist jedoch 
leicht, die Couatmction in der angegebenen Weise so kur?, 
und bfiiidig zu gestalten, als dies nur irgend erreichbar ist. 

[47] 37. Lösung 11. (Fig. 23 u. 24) Es seien wieder M', 
M" die Projeetionen des Kugelmittelpunktes M, 31' Ä' der 
Kugelradius, k' die erste Projection des horizontalen grössten 
Kugelkreiaes k, und j', g" die Projeetionen der gegebenen Ge- 
raden g. Die Ebene des horizontalen Ki'eises denkt man sich 
bis zum Schnitte P mit der Geraden g verlängert; da die verti- 
cale Projection dieser Ebene in die durch den Punkt 31" gezogene 
horizontale Gerade fällt, so ist der Punkt, in welchem sich 
die letztere Gerade mit der zweiten Projection g" schneidet, 
die zweite Piojeclion P" des Schnittpunktes P, und man findet 
seine erste Projection, indem mau den Punkt P" senkrecht 
zu X auf die Gerade g' projicii-t. 

Denkt man sich dann von dem Punkte P als Spitze einen 
einhüllenden Kegel an die Kugel gelegt, so berührt jede seiner 
geradlinigen Erzeugenden die Kugel in einem Punkte, und man 
erhält die Projeetionen der beiden horizontal gelegenen Er- 
zeugenden, indem man von F' aus die Tangenten an den 
Kreis k' zieht, welche ihn in den leicht zu eonstruirendeu 
Punkten Ä' und B' berllhren. Die Kegelfläche berührt die 
Kugel in einem Kreise, dessen Durchmesser gleich Ä' B' ist 
und dessen Kbene senkrecht auf der Kegelaxe, also hier ver- 
tical steht, sodass seine horizontale Projection mit der Geraden 
A' B' zusammenfällt. 

Wenn man nun die beiden Tangentialebenen X und T der 
Kegelfläche constmirt, welche durch die Gerade g hindurch- 
gehen, ao beiührt jede den Kegel längs derjenigen gerad- 
linigen Erzeugenden, welche gleichzeitig der Ebene und dem 
Kegel angehört. Und weil diese geradlinige Erzeugende auch 
die KugeWäche in einem ihrer Punkte, welcher auf der sich 
in die Gerade jI'B' projicirenden Ereisperipherie liegt, be- 
rtlhrt, ao folgt, dass dieser Punkt gleichzeitig auf dem Kegel, 
auf der ihn berührenden Ebene, auf der Kugel und der Peri- 
pherie des sich in die Gerade A' B' projicirenden Kreises liegt, 
und also ein allen diesen Gebilden gemeinsamer Bei-ührungs- 
punkt ist. Folglich sind 1, die beiden Tai^entialebenen T 
und T des Kegels auch Tangentialebenen an die Kugel und 
zwar sind es diejenigen Tangentialebenen, deren Lage zu be- 
atimmeu ist: 2. da die Berliliruugspunkte S und T dieser 
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EbeneE Z und T auf der Peripheiie des sich m die Gerade 
A' B' projîcirenden Kreises hegen, so liegen ihie ersten Pro- 
jectionen S' uiid 2" auf dei f enden iL 1 da die Vei- 




bindungsger.ade der beiden Punkte S und T in der Ebene des 
erwähnten Kreises liegt, so fallt ihre erste Projection ebenfalls 
in die Gerade A'B'. 

Führen wir nun für die Rbene des der verticalen Projec- 
lionsebene parallelen grössten Kngelkreiscs i dieselben Opera- 
tionen durch, [48] welche wir soeben für die Ebene des grössten 
horizontalen Kngelkreises k angegeben haben. 

Die horizontale Projection dieser verticalen Ebene ist die 
zur Projections axe x parallele Gerade durch den Punkt M'', 
der Dnrehstoäspunkt Q der Geraden g durch diese Ebene pro- 
jicirt sieh auf die erste Projection s tafel in den Schnittpunkt 
Q' der soeben durch M' gezogenen Parallelen mit ^', und man 
findet seine zweite Projection Q", indem man den Punkt Q' 
senkrecht zu x auf g" projicirt. Denkt man sieh nun eine 
zweite Kegelflftche, deren Spilae in dem Punkte ö Hegt und 
welche die Kngel in ähnlicher Weise wie die erste Kegelfiäehe 
einhallt, so erhält man die verticalen Projectioneu der beiden 
änssersten erzeugenden Geraden dieses Kegels, indem man von 
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dem Punkte Q" die beiden Tangenten an den Kreis i" zieht, 
welche ihn in den Punkten C" und D" berühren. Dieser 
zweite Kegel berührt die Kugel in einem Kreise, dessen Uuich- 
measer gleich C'-D" ist und dessen zur verticalen Projectiona- 
ebene senkrechte Ebene sich in die Grade C"D" projioiit. 
Die Peripherie dieses Ki-eiaes gebt ebenfalls durch die beiden 
Berührungspunkte S, T der Kngel mit den gesuchten Tangen- 
tialebenen Z, T. Folglich liegen die verticalen Projeetionen 
S", T" dieser beiden Punkte auf der Geraden G" D" und in 
diese projieirt sich auch ilire Verbindungsgerade ST. 

Die durch die beiden Berlibrungspunkte S nnd T gezogene 
Gerade hat also die Gerade A'B' zur horizontalen, die Gerade 
C" D" zur verticalen Projection und schneidet die Ebene des 
horizontalen grössten Kreises /.• in einem Punkte, deaaen ver- 
ticale Projection der Schnittpunkt E" von O" D" mit M" P" 




Fig. 24. 

ist und dessen horizontale Projection E' man durch Projection 
auf Ä' B' erhiilt. 

Nun legt man die Ebene des vei-ticalen Kreises, dessen 
Projection die Gerade ji'-ß' iat, nm seinen horizontalen Duroh- 
messer AB in horizontale Lage um und läsat die beiden Be- 
rtthi-nngspnnkte S, T, durch welche dieser Kreia hindurchgeht. 
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an dieser Bewegung theünehmen. Man erhält die Projection 
des Kreises in dieser neuen Lage, indem man über A' B' als 
Durclimesser den Kreis Ug constmirt. Bestimmt man noch 
die Lage, welche die Verbindungsgerade der beiden Berüh- 
rungspunkte nach ansgeführter Uiolegnng angenommen hat, so 
findet man in deren Schnittpunkten mit dem Kreise u,/ die 
ersten Projeetionen 8^', Tg der umgelegten Berührungspunkte, 

Da der Punkt E der Verbin dungageradeu S T auf der Um- 
legnngsase AB liegt, so bleibt seine Lage bei dieser Bewegung 
unverändert; [49] die Gerade mnsa also auch nach erfolgter 
Umtegung in die Lage S^T;, noch durch diesen Punkt 
gehen. Der Punkt F, in welchem die Gerade 52" die der 
verticale« Projectionsebene parallele Ebene tiifft, hat den 
Schnittpunkt F' der Geraden A' B' und M' Q' zur ersten 
Projection, und man findet seine zweite Projection Ji'", indem 
man den Punkt F' auf CD" projicirt. Der Punkt F be- 
sehreibt bei der Umlegung um die Axe AB den vierten Theil 
der Peripherie eines Kreises, dessen Ebene senkrecht auf AB 
steht und dessen Radins gleich F" G" ist. Zieht man also 
durch den Punkt F' eine Senkrechte zu der Geraden A'B' 
und trägt man auf ihr die Strecke F" O" von F' aus bis F'^ 
ab, so ist der Punkt F'^ ein Punkt der horizontalen Projec- 
tion der horizontal umgelegten Verbindungsgeraden Sg T„. Zieht 
man nun durch die Punkte F' und F„' eine Gerade, so 
sehneidet sie den Kreis «„' in den Punkten S„', T^', welche 
die horizontalen Projeetionen der gesuchten beiden Berührungs- 
punkte in der umgelegten verticalen Ebene sind. 

Um die horizontalen Projeetionen S', Ï" der beiden Bertih- 
mngspunkte S, T in ihrer natürlichen Lage zu erhalten, dreht 
man den Kreis u^ um die Gerade AB in seine ursprüngliche 
verticale Lage zui-üek. Bei dieser Eückwärtsbewegung be- 
schreiben die beiden Punkte S„ und T^ die vierten Theile der 
Peripherien von Kreisen, deren Ebenen zu AB senkrecht sind 
und deren horizontale Projeetionen folglich die zw. A' B' senk- 
rechten Geraden Sg S' und Tg T' sind. Die horizontalen 
Projeetionen der Berührungspunkte liegen also auf diesen 
ebengenannten Senkrechten, und da sie, wie wir gesehen 
haben, auch auf der Geraden A'B' liegen müssen, so müssen 
sie mit den Schnittpunkten S' und T' zusammenfallen. 

Die verticalen Projeetionen S" und T" der beiden Berüh- 
rungspunkte erhält man dureh Projection der Punkte 8' uud 
T' auf die Geiade C"B" oder, was auf dasselbe hinauskommt. 
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indem man auf den durch die Pnnkte S' und T' gezogenen 
verticalen Geraden von ihren Schnittpunkten mit der horizon- 
talen Geraden M" P" aus die Sti-ecken S(,'S' und Tg T' nach 
ohen, bez. unten abträgt. 

Nachdem jctat die horizontalen und verticalen Projectionen 
der beiden Berühniugapankte S und T gefunden worden sind, 
bestimmt man die Spurlinicn der beiden zugehörigen Tangen- 
tialebenen Z und T in derselben Weise wie in der ersten 
Lösung der vorliegenden Aufgabe. 

Diese zweite Lösung kann ebenfalls viel knapper gestaltet 
werden, wenn man die beiden Projcclionstafeln durch den 
Kugelmittelpunkt legt, wodurch die beiden Projectionen k' und 
i" der Kugel in eine einzige zusammenfallen. 

38. Die letzten Betrachtungen fuhren uns zur Entdeckung 
einiger bemerkenswerthen Eigenschaften des Kreises, der Kugel, 
der Kegelschnitte nnd der Flächen zweiten Grades. 

[50] Wir haben soeben gesehen, dass die Kugel von den 
beiden ihr umschriebenen Kegeln in zwei Kreisen, welche 
durch die beiden Berühr auspunkte der Tangentialebenen an 
die Kugel hindurcl^ehen , berührt wird. Diese Eigenschaft 
kommt nicht allein den beiden beti-aehteten Kegeln zu, son- 
dera allen der Kugel umschriebenen Kegeln, deren Spitzen auf 
der gegebenen Geraden liegen. Nimmt man also einen der 
Kugel umschriebenen Kegel, dessen Spitze auf der gegebenen 
Geraden liegt, und lässt man ihn sich so bewegen, dass die 
Spitze sich längs der Geraden bewegt nnd die Kegelfläche 
dabei stets die Kugel einhüllt, so berührt der Kegel in jeder 
seiner Lagen die Kugel in einem Kreise. Aile diese Ki'cise 
gehen durch zwei Punkte hindurch, welche die BeiUhruugs- 
punkte der von der gegebenen Geraden an die Kugel gelegten 
Tangentialebenen sind, und die Ebenen dieser Kreise schnei- 
den sich sämmtlich in der Vcrbiudungssehne dieser beiden 
Berührungspunkte. Legt man dann eine Ebene durch die ge- 
gebene Gerade und den Kugelmittelpunkt, so geht diese Ebene 
durch die Axen aller Kegel hindurch und steht senkrecht auf 
den Ebenen aller Berfihrungskreise , folglich auch auf ihrer 
gemeinsamen Schnittlinie; sie schneidet also alle diese Kreis- 
ebenen in geraden Linien, welche durch ein und denselben 
Punkt gehen. 

Legt mau, wenn eine Kugel und eine Gerade gegeben sind, 
un^ekehrt durch die Gerade unendlich viele Ebenen, welche 
die Kugel in Kreisen schneiden, und coustruirt man über jedem 
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dieser Kreise ala Graadlinie den geraden Kegel, welcher zu- 
gleich der Kugel umachriehen ist, so liegen die Spitisen aller 
dieser Kegel in einer andern geraden Linie. 

39. Betrachtet man nur die Figuren, welche von der durch 
den Kugelmittelpunkt nnd die gegebene Gerade gehenden Ehene 




Fi^. 25. 

ausgeschnitten werden, so erhält man die folgenden zwei Sätze 
(Fig. 25 u. 26), welche unmittelbare Folgerungen der vor- 
stehenden Betrachtungen sind. 

»In einer Ebene ist ein Kreis mit dem Mittelpunkte M 
und eine gerade Linie g gegeben. Vou einem beliebigen 
Punkte P der Geraden i/ zieht man die beiden Tangenten 
an den Kreis und verbindet ihre Berührungspunkte S, T durch 
eine Gerade. [61] Lässt man dann den Tunkt Pin fester Ver- 
bindung mit den beiden Geraden PS, PT die Gerade g in 
der Weise durchlaufen, dass die beiden Geraden stets Tan- 
genten an den Kreis bleiben, so ändern Kwar die beiden Be- 
rührungspunkte und deren Verbindungslinie fortgesetzt ihre 
Lage, letztere geht aber dabei stets durch einen festen Punkt E, 
welcher auf dem von dem Kveismittelp unkte üf auf die Gerade g 
gefällten Lothe MN liegt.* 

>WeDn man umgekehrt durch einen beliebigen Punkt E 
in der Ebene eines Kreises beliebig viele Gerade ST zieht, 
von denen eine jede den Kreis in zwei Punkten S und T 
schneidet, und wenn man in diesen Schnittpunkten die Tan- 
genten SP und TP an den Kreis zieht, welche sich in einem 
Punkte P schneiden, so ist der geometrische Ort aller anf 
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diese Weise bestimmten Schnittpimkte P eine Gerade g, welche 
Benkreoht auf der Linie ME steht. <; 




Der Kieis besitzt die soeben ausgespiochene Eigenschaft 
nicht, weil lUe seine Tunkte gleich weit vom Mittelpunkte 
entfernt sind sondern \\ il er eine Ouive zweiten Liadta 
ist, lind es h'»bcn m dei Thit alle Kegelschnitte diese Eigen 
schaff 

Es sei ISBT [Fig '7| ein heliehiger Kegelschnitt und / 
eine in semer Ebene beliebig gegebene Geiade. Denken imt nna, 




Fig. 27. 

dass die Cui-ve sich um eine ihrer Hanptasen, z, B, AB dreht, 
sodass also eine Umdrehungsfläche entsteht, und dann die 
beiden Tangentialebenen von der Geraden g aus an die so 
erzeugte Fläche gelegt, ao wird die letztere von den beiden 
Ebenen. in zwei Punkten berflhrt. Nehmen wir dann einen 
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beliebigen Punkt P der Geraden i; als Spitze einer Kegelfläche, 
welehe der Umdrelmngsfläclie umsckrieben ist und sie berührt, 
80 findet die Berührung längs einer ebenen Curve statt, welche 
unbedingt durch die beiden Berührungspunitte der Tangential- 
ebenen gehen muss; die Ebene dieser Berthrungacuive steht 
senkrecht auf der des gegebenen Eegelachnittes und projicirt 
sich auf die lefatcre in die Gerade ST, welche durch die 
Berähraugspunkte der beiden von dem Punkte P an den 
Kegelschnitt gezogenen Tangenten geht. Nimmt man dann 
weiter an, dass die Spitze P des Kegela sich auf der Geradeng' 
entlang bewegt und dass die Kegelfläche dabei stets die 
Umdretungsflächo einhüllt, so gehen die Curven, längs deren 
die letztere von den Kegelmänteln berllhrt wird, durch die 
Berührungspunkte der beiden Tangentialebenen durch die Ge- 
rade g und liegen in einer zur Ebene des Kegelschnittes senk- 
rechten Ebene. [52] Es gehen also die Ebenen aller Berüh- 
rnngscurven durch die Verbiudungsgerade der genannten zwei 
Berührungspunkte, und diese steht auf der Ebene des Kegel- 
sehuittea senkrecht; die Projectionen aller dieser Ebenen auf 
die Ebene des Kegelschnittes sind mithin gerade Linien, welche 
sämmüich durch den Punkt E, die Projectiou der die beiden 
Berührungspunkte verbindenden Geraden, gehen. 

40. Dieser Satz iat endlich nur ein speeieller Fall einea 
weit allgemeineren, im Baume gültigen Satzes, welchen wir 
hier aber nur ohne Beweis anführen. 

sEs sei eine beliebige Fläche zweiten Grades und ein ihr 
umschriebener, sie berührender Kegel gegeben, dessen Spitze 
LQ einem beliebigen Punkte des Baumes liegt. Wenn sich 
dann die Kegelfläehe in der Weise bewegt, dass aie steta 
der gegebenen Fläche umschrieben ist und sie berühi't, ihre 
Spitae aber stets auf einer beliebig gegebenen Geraden liegt, 
ao geht die Ebene der Berührnngsenrve beider Flächen immer 
durch ein und dieselbe Gerade, nämlich dnreh die Verbin- 
dungalinie der Berührungspunkte der beiden Tangentialebenen, 
welche von der gegebenen Geraden an die Fläche zweiten 
Grades gelegt werden können; bewegt sich die Kegelfläehe 
aber in der Weise, dasa ihre Spitze stets in derselben Ebene 
liegt, so gehen die Ebenen ihrer Berührungscurven mit der 
gegebenen Fläche immer durch ein und denselben Punkt.«') 

41. Zweite Aufgabe. (F^. 28) Durch einen gegebe- 
nen Punkt aoll eine Ebene gelegt werden, welche 
zwei gegebene Kugeln zugleich berührt. 
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Lösung. Es seien M',M" und N',N" die Projectionen 
der Mittelpunkte der beiden gegelienen Kugeln und P',P" die 
Projectionen des gegelienen Punktes. Nachdem man die beiden 
Geraden M'N', M"N", welche die Projectionen der Verbin- 
dui^slinie der beiden Kngelmittelpnnkte üf, N sind, und die 
Projectionen k'^, i'ji und k'y-, ig der gröasten Kreise beider 
Kugeln, welche den Pi'ojecüona ebenen parallel sind, gezeichnet 
hat, denkt man sich den beiden Kugeln eine Kegelfläche, 
welche beide berührt, umschrieben. Die Spitze dieses Kegels 





Fig. 28. 

liegt auf der Verbindungsgeraden der Kugelmittelpunkte. Man 
Heht an die beiden Kreise k'^ und k'y die beiden gemein- 
samen Tangenten S' V, T" V, welche sich in einem Punkte 
A' der Geraden M'N' schneiden; dieser Punkt A' ist die 
horizontale Projection der Kegelapitze, deren verticale Projec- 
tion man erhält, [53] wenn mau den Punkt A' nach A" auf 
der Verlängerung der Geraden M"N" projicirt. Endlich zieht 
man noch die Projectionen A' P',A"P" der durch die Kegel- 
spitze A und den gegebenen Punkt P gehenden Geraden. 
Legt mau dann durch diese Gerade ..iP zwei Tangentialebenen 
au den Kegel, so berührt eine jede denselben längs einer 
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erzeugenden Geraden und ist folglich auch eine beiden Kngelu 
gemeinsame Tangentialebene. Die vorliegende Aufgabe iat 
damit auf die andere zurückgeführt, dui'ch die Gerade ÄP, 
welche die KegeSapitze und den gegebenen Punkt verbindet, 
zwei Tangentialebenen an eine der beiden gegebenen Kugeln 
zu legen, welche Aufgabe nach einem der zur Lösung der 
vorigen gegejienen Verfahi^en auszuführen ist; die beiden so 
erhaltenen Ebenen sind zugleich auch Tangentialebenen an die 
andere Kngel. 

Bei dieser Lösnng iat zu beachten, dass man zwei ver- 
schiedene Kegelflächen den beiden Kugeln umschreiben kann. 
Die eine derselben hllUt beide Kugeln nach aussen hin ein, 
ihre Spitze liegt in Bezug auf die eine Kugel jenseits der an- 
dern und ihre Tangentialebenen werden von beiden Kugeln 
auf derselben Seite berühi-t. Der zweite Kegel hüllt eine der 
Kugeln nach innen, die andere nach aussen hin ein, und 
seine Spitze liegt zwischen den beiden Kugelraittetpunkten. 
Man findet die horizontale Projection B' der Spitze dieses 
zweiten Kegels, wenn man an die Kreise k'm und AVdie 
beiden inneren gemeinsamen Tangenten zieht, welche sich in 
dem Punkte B' auf der Centrale M' N' sehneiden, und die 
verticale Projection B", indem man den Punkt B' nach B" 
auf der Geraden M" N" projicirt. Die beiden von der Ge- 
raden BP aus an diese zweite Kegelfläche gelegten Tangen- 
tialebenen berühren ebenfalls beide Kugeln; aber die berüh- 
renden Kugeln liegen auf verschiedenen Seiten jeder der beiden 
Tangentialebenen, Es giebt also vier verschiedene Ebenen, 
welche den von der Aufgabe geateilten Forderungen genügen; 
für zwei derselben liegen die Kugeln auf derselben Seite der 
Ebene, für die beiden andern auf verschiedenen Seiten. 

42. Dritte Aufgabe. An drei ihrer Lage und Grösse 
nach gegebene Kugeln soll eine gemeinschaftliche 
Tangentialebene gelegt werden. 

LöBong. Denken wir uns zuerst eine Kegelfläche, welche 
die beiden ersten Kugeln bernhi't, constmirt, so berührt die 
gesuchte Tangentialebene dieselbe längs einer ihrer geradlinigen 
Erzeugenden und geht durch die Spitze des Kegels. Wenn wir 
uns dann um die erste und dritte Kugel einen Kegel, welcher 
beide berührt, beschrieben denken, ao muss die gesuchte Tan- 
gentialebene auch diesen zweiten Kegel längs einer seiner ge- 
radlinigen Erzeugenden berühren [54] und mithin auch durch 
5* 
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seine Spitze gehen. Denken wir uns schliesslich der zweiten 
und dritten Kngel einen Kegel, welcher beide berührt, nm- 
sohrieben, so beiülirt die gesuchte Tangentialebene auch diesen 
dritten Kegel längs einer seiner geradlinigen Erzeugenden und 
geht durch seine Spitae, Es liegen also die Spitzen aller drei 
Kegel in der gesuchten Tangentialebene; sie liegen aber auch 
in der durch die drei Kngclmittelpunkte gehenden Ebene, in 
welcher die Asea aller ^ei Kegel liegen. Da nun die drei 
Spitzen zugleich in zwei Ebenen liegen, so liegen sie mithin 
in einer Geraden. Wenn man folgüch die horizontalen und 
verticalen Projeetionen der drei Spitzen (es genügen schon dazu 
die Projeetionen von zwei Spitzen] nach dem bei der vorigen 
Aufgabe gegebenen Verfahi'en eonstruirt nnd durch dieselben 
zwei Gerade zieht, so sind dice letzteren die Projeetionen 
einer in der Tangentialebene hegenden Geraden. Die vorlie- 
gende Aufgabe ist damit wieder auf die andere, durch eine 
gegebene Gerade eine Tingential ebene an eine beliebige der 
di'ei Kugeln zu legen, zui-tiekgeftihit, wekhe man nach den früher 
gegebenen Methoden löst, die auf die te Weise gefundene Ebene 
berührt dann zugleich auch die beiden andern Kugeln. 

43. Hierbei ist zu beachten, dass man an je zwei der 
Kugeln immer zwei sie berhhiende und einhüllende Kegel legen 
kann, von denen die Spitze des einen Kegels in Bezug auf die 
eine Ki^el jenseits der anderen liegt, wähi-end die Spitze des 
anderen Kegels zwischen den beiden Kugeln gelegen ist. Folg- 
lich giebt es im ganzen sechs Kegelflächen, von denen drei 
je zwei Kugeln nach ansäen hin einhüllen und von denen die 
drei anderen ihre Spitzen zwiachen den Kugeln liegen haben. 
Die Spitzen dieser sechs Kegel liegen zu je dreien in vier 
Geraden, durch deren jede man gleichzeitig zwei gemeinsame 
Tangentialebenen an die drei Kugeln legen kann. Es genügen 
mithin acht verschiedene Ebenen den Forderungen dieser dritten 
Aufgabe; zwei dieser Ebenen werden von den drei Kugeln auf 
derselben Seite berührt, während die sechs anderen Ebenen 
so liegen, dass sie von zwei Kugeln auf der einen, von der 
dritten aber auf der entgegengesetzten Seit« berührt werden. 

44. Diese Betrachtungen führen uns zu den folgenden 
Sätzen. 

(Fig. 29) sZieht man an je zwei von drei Kreisen, welche 
ihrer Grosse und Lage nach in einer Ebene gegeben sind, die 
gemeinschaftlichen Tangenten nnd verlängert je zwei zusam- 
mengehörte äussere Tangenten, bis sie sich schneiden, so 
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liegen ihre di-ei Schnittpunkte A„ À^, A^ in einer geraden 

[55] Denn denkt man sich an die drei Kugeln, für welche 
die di-ei gegebenen Kreise grösste Kreise sind, eine Ebene 




gelegt, welche von allen dreien auf derselben Seite berührt 
wirdj so berührt diese Ebene auch die drei Kegel, welche je 
zwei der Kugel nach aussen einhüllen und geht durch deren 
Spitzen Ä^, Ä^, Ä^. Die drei Spitzen liegen aber aneh in der 
Ebene, welche durch die drei Kugelmittelpmikte geht und folg- 
lich, da aie also in zwei verschiedenen Ebenen enthalten sind, 
ner geraden Linie. 

»Zieht man an je zwei der drei gegebenen Kreise die 
inneren Tangenten, welche sieh auf den Centralen kreuzen, 
50 liegen je zwei der di-ei neuen Schnittpunkte B^, B^, .B, 

gerader Linie mit einem der drei ersten Schnittpunkte, 
sodass also die sechs Punkte A, , A^, yI^, B^ , B^, B.^ die Schnitte 
punkte von vier geraden Linien sind.« 
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Diesel' Satz ist schliesslich nur ein speeieller Fall dca fol- 
genden ftli' den Raum gültigen Satzes. 

»Es sind vier Kugeln ihrer Grösse nnd Lage im Kanme 
nach heliebig gegeben. Construirt man die sechs Kegel, welche 
je zweien dieser Kugeln von aussen umschrieben sind, so liegen 
ihre sechs Spitaon in einer Ebene und zwar in den Schnitt- 
punkten von vier Geraden, Constmirt man dann noch die 
sechs anderen Kegel, -'deren' Spitzen zmschen den Mittelpunkten 
der berührten Kugeln liegen, so sind die Spitzen dieser weiteren 
sechs Kegel zu je dreien mit drei Spitzen der ersten sechs 
Kegel in einer Ebene gelegen.«^) 



Tangentialebenen an Oylinder-, Kegel- und Um- 
drehungsflächen von nicht auf ihnen liegenden 
Punkten aus. 

45. Vierte Aufgabe. (Fig. 30) Von einem beliebigen 
Funkte aus eine Tangentialebene an eine gegebene 
Cyliudcrfläehe zu legen. 

IiÖBang. k sei die in der horizontalen ProjecÜonsebene 
gegebene Spur der Cylindei'fläche ; a' , a" seien die Projectionen 
der Geraden a, welcher die Erzeugende der Cylinderfläche immer 
parallel sein soll, und P', P" die Projeetionen des gegebenen 
Punktes P. Legt man zu der Geraden a durch den Punkt P 
eine Parallele g, so muss dieselbe in der gesuchten Tangential- 
ebene liegen, und durch die Spurpunkte dieser Parallelen müssen 
die Spnrlinieu der gesuchten Tangentialebene gehen. Zieht 
man also durch den Punkt P' eine Parallele g' zu der Ge- 
raden a' und durch den Punkt P" eine Parallele ff" zu der 
Geraden a", so sind diese Parallelen die beiden Projectionen 
der Geraden g; verlängert man dann die Projection g" bis zn 
ihrem Schnittpunkte G^" mit der Ase und projiclrt man diesen 
Punkt nach 0^ auf der Geradou g' so ist der Punkt G, der 
erst« Spurpuntt der Geraden g nnd folglich ein Punkt der 
ersten Spurlinie der gesuchten Tangentialebene. [58] Nun muss 
aber diese Spurlinie die Cnrve k bei-ühren; zieht man also von 
dem Punkte G^ alle möglichen Tangenten s,, *,,..- an die 
Cnrve k, so sind diese die in der horizontalen Ebene gelegenen 
Spurlinien aller durch den Punkt P gehenden Tangentialebenen 
Z, T, , . -des Cylinders. Zieht man weiter durch die Berüh- 
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rungspiinkte S, T, . . . der Tangenten s^, *,,... mit der Curve 
k Parallele» zu iler Geriidena', so sind diese die horizontalen 
Pïojectioiicn der geradlinigen Erzeugenden, längs deren die 




Fig. 30. 

verschiedenen Tangentiale!) enen Z, T, . . . den Cylinder he- 
riihien. Die verticalen Projectioneu derselben erhält man, 
wenn man die Punkt« S, T auf die verticale Projeetionsebene 
nach S", T'\ . . . projicirt und durch diese letzteren Pnnkt« 
Parallelen zu a" zieht. Die zweiten Spurlinien s^, t^, . . . der 
gesuchten Tangentialebenen findet man dann nach dem in 
Artikel 28 (S. 37—411 gegebenen Verfahren. 

46. Fünfte Aufgabe. (Fig. 31) Von einem beliebigen 
Punkte aus eine Tangentialebene an eine gi,gel mc 
Kegelfläche zu logen. 

Lösung. Da die Lösung dieser Aufgibe nur ''ehi wenig 
von derjenigen der vorigen Aufgabe abweicht so beachrinken 
wir uns hier darauf, die Construction nui duich die nm 
stehende Figur 31 anzndeuten, in welchn die fur\e / die 
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gegebene Spurlinie des Kegeis darstellt, B', B" die Projet 
tionen seiner Spilae B und P', P" diejenigen dea gegebene 




Fig. 31. 

Punlttes P, von dem aus die Tangentialebene an den Kegel 
gelegt werden soll, sind. 

47. Sechste Aufgabe. (Fig. 32 n. 38) Dnreb eine ge- 
gebene Gerade soll eine Tangentialebene an eine 
gegebene Umdrehungsfläche gelegt werden. 

IiÖsnng. Wir nehmen von vornherein an, daas die Äxe 
der Umdrehnngsfläehe senkrecht auf einer der beiden Projec- 
tionsebenen steht; dadurch wird die Allgemeinheit der Lösung 
nicht beeinträchtigt, da man über die Lage dieser Ebenen stets 
so verfügen kann, dasa diese Annahme statt hat. 

Es sei also A' die gegebene horizontale Projection der Axe 
der Fläche, a" die veitiealo Projection derselben, k" die Pro- 
jection der erzeugenden Curve k, welche der vei-ticalen Projec- 
tionaebene parallel ist, und g', g" seien die Projectionen der 
Geraden^, durch welche die Tangentialebene an die Umdrehungs- 
fläche gelegt werden soll, ^tn i f^llt man das Loth 4 B 
auf die Projection g', welcbts die honzontale Proiection des 
kürzesten Abstandes der Ate a ^on der teiaden g ist and 
projieirt dann den Punkt B nach B auf der Gei iden g 

[57] Nehmen wir nun an eine solche T mgentialehene S 
sei bereits construirt, und die gegebene Üeiale g bewege sich 
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30 nm die Umdrohnngsaxe a herum, äass ihr Abstand von der 
Ase und ihre Nisigung gegen die horizontale Ehene ungeändert 
bloibea und dass die Tangentialebene sich mit der Geraden g 
gleichzeitig bewegt, aber stets dabei die Umdrehimgsfläche be- 
rührt. Dann ändert zwar, wie leicht ersichtlich ist, bei dieser 
Bewegung der Berührungapunkt seine Lage anf der Fläche, 
nicht aber seine Hübe über der Horizontalebene, da die Tan- 
gentialebene gegen diese stete die gleiche Neignng hat, und 
bewegt sich mithin auf der Peripherie eines Parallelkreises der 
Fläche. Die Gerade g erzengt bei ihrer Bewegung eine zweit« 
Unidrehungsfläche, welche dieselbe Ase a wie die erste hat, 
und an welche die Taugeutialebene Z bei ihrer Bewegung 
ebenfalls immer Tangentialebene ist. 

Deuten wir uns nämlich eine Ebene durch die Axe a und 
den Berührungspunkt S der Tangentialebene X mit der ge- 
gebenen Umdrehungsfläche gelegt, so schneidet diese Ebene die 
erzeugende Gerade der zweiten Umdrehungsfläehe in einem 
Punkte F, welcher der Berührungspunkt der nämlichen Tan- 
gentialebene T. mit der letzteren Umdrehungsfläche ist. Denn 
ausser der erzeugenden Geraden, durch welche die Tangential- 
ebene I in diesem Punkte P hindurchgeht, enthält sie auch die 
Tangente, welche in dem Punkte P an den zugehörigen Pa- 
rallelkreis der zweiten Umdrehungsfläeho gezogen werden kann; 
die Tangentialebene Z geht nämlich auch durch die Tangente, 
welche im Punkte S den auf der ersten Umdrehungsfläche 
hegenden Parallelkreis bertilu-t, hindurch und nach der Natur 
der Umdrehungsfläche sind diese beiden Tangenten einander 
parallel. 

Da wir die vorliegende Aufgabe mit Hülfe dieser zweiten 
Umdrehungsfläche lösen müssen, so ist es nothwendig ihre Schnitt 
eurve l mit einer durch die Ase a gehenden Ebene E zu con- 
stmiren. Wir wählen diese Ebene E pai'allel zur verticalen 
Projections ebene; ihre Horizontalprojection ist also die Kur 
Projeetionsaxe parallele Gerade -d'C,,'. 

Wh' nehmen nun auf der Geraden g einen Punkt (7, dessen 
Projeetionen C, G" sind, beliebig an und bestimmen den Punkt, 
in welchem er bei der Bewegung der Geraden g um die Axe 
die Eülfsebene E trifft. Der Punkt C beschreibt hierbei einen 
Parallelkreis, dessen horizontale Projection man. erhält, wenn 
man um den Punkt A' als Mittelpunkt einen Kreisbogen mit 
dem Kadius Ä' C beschreibt, bis er die durch den Punkt .d' 
zur Projeetionsaxe x gezogene Parallele in dem Punkte C^' 
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schneidet; die verticale Projection dieses Kreisbogens ist die 
durch den Punkt C" zur Projectionaase x gezogene Pai'allelc. 




Der Punkt 6',,' ist also die horizontale Projection [58] des 
Punktes G,, in welchem der von dem Pimkte G beschriebene 



Hosted by 



Google 



DaiBtellende Geometrie, 75 

Parallelkreis die vei-tieale Ebene E schneidet; projicirt man 
daher den Punkt 0^ nach Co' auf der durch den Pnnkt ü" 
gezogenen horizontalen Geraden, so ist der Pnnkt (?„" die ver- 
ticale Projection desselben Schnittpunktes (?„ nnd also die 
zweite Projection eines Punktes, welcher auf der von der ver- 
ticalen Ebene E ans der zweiten Unidrehungsfläehe ansgeschnit^ 
tenen Curvo l liegt. Wendet man das gleiche Verfahren noch 
anf heliehig viele andere Punkte der Geraden g, z. B. auf die 
Punkte E, B, r, ... an, so erhält man ebenso viele Punkte 
Rg", Bg", Pq", . . ., welche auf der zweiten Projection l" der 
geancbten Schnittourve l liegen müssen. 

Wenn nun bei der gleichzeitigen Umdrehung der Geraden g 
nnd der Tangentialebene Z am die Äxe a diese Ebene in eine 
zur zweiten Projectionsebene senkrechte Lage gekommen ist, 
so projicirt sie sich auf diese letztere in eine gerade Linie, 
welche gleichzeitig die beiden Curven k" nnd l" berührt Zieht 
man daher an die Curven k" und l" alle gemeinsamen Tan- 
genten, wie z. B. PgSg', BÔ'Tô', ■ ■ -, so erhält man die 
Pi'ojectionen aller Tai^entialebenen Z^, Tq, . . ., welche der 
Aufgabe genügen, und zwar in der Lage, welche sie einge- 
nommen haben, wenn sie durch die Drehung in senkrechte 
Stellung zu der zweiten Projectionsebene gelangt sind. Die 
Berührungspunkte S„", T^", . . . dieser Tangenten mit der er- 
zeugenden Öurve /.:" der gegebenen Fläche bestimmen die Hüben 
der Berührungspunkte S, T, . . . der sämmtlichen Tangential- 
ebenen Z, T, . . ., welche durch die Gerade g an die Fläche 
gelegt werden können. Zieht man also durch diese Punkte S„", 
Tg", . . . Parallelen zur Projectionsase x, so liegen auf ihnen 
die verticalen Projectionen S", T" . . . der Beiührungspunkte S, 
T, . . . der Fläche mit den gesuchten Tangentialebenen T, T, 
. . .. Beschreibt man dann um A' als Mittelpunkt Kreisbogen 
mit den Ea,dien IJ" S^", E"Tg'\ . . ., so liegen auf diesen die 
horizontalen Projectionen S', T', . . . derselben Punkte S, T, 
.... Es bleiben also zu ihrer vollständigen Bestimmung nur 
noch die Meridiane der gegebenen Umdrehungsfläche, auf denen 
sie liegen, zu ermitteln. Hierzu werden die Berührungspunkte 
Pg", ßg", . . . benutzt. 

Nachdem die Punkte Pg", Eg", . . . nach P^', Eg', . . . 
auf der Geraden Ä' Gg projicirt sind, beschreibt man um Ä' 
als Mittelpunkt mit den Badien A'Pg, A'R„', . . . Kreisbogen 
bis zu ihren Schnittpunkten P',E', . . . mit der Geraden g'. 
Die Kreisbogen messen zugleich die Winkel, um welche die 
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durch die Berührungspunkte der Tangentialebenen Z, T, . . . 
mit den beiden Umdrehungsfläclien gezogenen Geraden SP, TR 




. . . gedreht werden müssen, um in die der verticalen Projec- 
tlonsehene' parallele Ebene E zu fallen. Man erhält also die 
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horizontalen Projeetionen dieser Geraden in ihrer natürlichen 
Lage, wenn man durch den Punkt A' die Geraden Ä'P', 
A'R', . . . zieht. [59] Die Punkte S\ T', . . . endlich, in 
denen diese letzteren Geraden die durch die Punkte Su', Tg, 
... um ^' als Mittelpunkt gezogenen Kreiahogen schneiden, 
sind die horizontalen Projeetionen der Punkte S, T, . . ., in wel- 
chen die gegebene Umdrehungsfläche von den durch die Ge- 
rade g gehenden Tangentialebenen Z, T, . , . berührt wird. 

Die vertiealen Projeetionen S", T", . . . dieser Punkte er- 
hält man durch Projection der Punkte 5", 2", . . . auf ^e zu- 
gehörigen horizontalen Geraden dui'oh die Punkte 8^', Tg, . . . 

Naehdem man so die horizontalen und veiticalen Projee- 
tionen der lîeillhrungspunkte S, T, . . . gefunden hat, eonstruirt 
man die Spnilinien Sj , Sj ; (,,(,; ... aller durch die Gerade g 
nach den früher angegebenen 



Diese Methode lässt sich leicht veraligemeinem und auf 
Flächen anwenden, welche durch beliebige, ihrer Gestalt nach 
nnveränderliehe , ihrer Lage im Räume nach aber irgendwie 
veränderliche Curven erzeugt werden.'*} 



Dritter Theil. 
Schnitte lirummer Flächen. 

Schnitte krummer Flächen. Definition der Curven 
doppelter Krömmnng. 

48. Es seien die Erzeugungaweisen von zwei krummen 
Flächen vollkommen bekannt, sodass für jede derselben die 
Gesammtheit aller ihrer Punkte genau bestimmbar ist und für 
jeden I*unkt einer der Flächen, dessen eine Projection will- 
kürlich gewählt ist, stets die andere eonstniirt werden kann. 
Wenn dann diese zwei Flächen gemeinsame Punkte haben, 
30 ist auch die Lage aller dieser gemeinsamen Punkte voJl- 
atändig bestimmt, und zwar hängt sie sowohl von der Gestalt 
der beiden krummen Flächen, als auch von ihrer Stellung zn 
einander ab. Folglich kann die Lage dieser gemeinsamen 
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Pnnkte ateta aus den gegebenen Erzeugungsweisen der Flächen, 
aua ■welchen sie sich mit Nothwendigkeit ergiebt, abgeleitet 
werden. 

Die Geaammtheit aller zwei bestimmten krummen Flächen 
gemeinaamen Punkte bildet im allgemeinen eine bestimmte 
krumme Linie im Raum. Diese Cni-ve kann in speciellen 
Fällen eine ebene Cnrye sein nnd also nur eine Krümmung 
besitaen, aie kann in noch speeielleren Fällen zu einer geraden 
Linie werden nnd mithin gar keine Krümmung haben, und in 
ganz speeiellen Fällen sieh sogar anf einen Punkt reduciren; 
im Allgemeinen aber gehört diese Schnitt«ui-ve [60] zu den 
sogenannten Curven doppelter Krümmung,'") welche diesen 
Namen deshalb führen, weil sie an den Krümmungen zweier 
krummen Flächen Antheil haben, anf deren jeder sie li^en 
und deren gemeinsame SchnittcuiTcn sie aind. 



Gegenseitiges Entsprechen von Operationen der 

darstellenden Geometrie und der Elimination 

in der Algebra. 

49. Zwischen den analytischen Operationen und denen der 
darstellenden Geometrie besteht eine gewisse Uebereinatimmung, 
welche an dieser Stelle erwähnt werden muss. 

Wenn man in der Algebra eine gestellte Aufgabe auf ein 
System von ebenso vielen Gleichungen, als Unbekannte vorhanden 
sind, zurück geführt hat, so kann man ans diesem ein anderes 
System mit der gleichen Anzahl von Gleichungen ableiten, in 
deren jeder aber nur eine einzige Unbekannte noch vorkommt. 
Das Verfahren, welches zu diesem Ziele führt und unter dem 
Namen der Elimination bekannt ist, besteht darin, dass 
man zunächst mit Hülfe einer Gleichung irgend eine Unbekannte 
aus allen übrigen Gleichungen fortschafft. Indem man auf 
diese Weise allmählich die verschiedenen Unbekannten ent- 
fernt, gelangt man schliesslich zu einer Endgleichung, welche 
nur noch eine einzige Unbekannte enthält und mithin deren 
Werth bestimmt. 

Die Elimination in der Algebra hat die gi'Ösate Achnlich- 
keit mit den Methoden, durch welche man in der darstellenden 
Geometrie die Schnitte krummer Flächen bestimmt. 

Nehmen wir an, dass ein Punkt im Eaume durch seine Enl^ 
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, y, X von drei zu einander rechtwinltligen Ebenen 
bestimmt wird, daas zwischen diesen drei Entfernnngen eine 
Beziehung festgesetzt und diese Beziehung dann durch eine 
Gleichnng anagedi-üeki wird, in welcher die drei Grössen x, y, % 
und Constante vorkommen. Anf Grnnd dieser Beziehung ist 
die Lage des Punktes nicht bestimmt; es können die Grössen 
X, y, % ihre Wei^the und folglich auch der Punkt seine Lage 
im Kanme so ändern, daaa die durch die Gleichnng dai^estellte 
Beziehung immer stattfindet. Die krumme Fläche, welche der 
geometrische Ort für alle mit der gegebenen Beziehung ver- 
träglichen Punkte ist, wird dnrch die entsprechende Gleichung 
analytisch dargestellt. 

Betrachten wir z. B. eine Kngelfläche, deren Eadius mit )■ 
bezeichnet werde und welche ihren Mittelpunkt in dem Schnitt- 
punkte der drei zu einander rechtwinkligen Ebenen habe. Wird 
dann ein bestimmter Punkt der Kugelfläche durch seine Ab- 
stände X, y, % von diesen drei Ebenen bestimmt, [61] so ist 
offenbar der Kugelradins nach dem betrachteten Punkte gleich 
der Diagonale eines rechtwinkligen Prisma, dessen drei Kanten 
die Abstände x, y, s, sind; das Quadrat der Diagonale ist aber 
gleich der Summe der Quadrate der di'ei Kanten, also erhält 
man die Gleichung 



Wenn nun der betrachtete Punkt seine Lage anf der Kugel- 
oberfläche ändert, so ändern sich seine senkrechten Entfernungen 
X, )/, z von den drei zu einander rechtwinkligen Ebenen, nicht 
aber ändert sich seine Entfernung von dem Kugelmittelpnnkte; 
es hat also die Summe der Quadrate seiner diei Coordinaten 
X, y, s stets denselben Werth und ist immer gleich dem Qua- 
drate des Kugebadins. Zwischen den Coordinaten des betrach- 
teten Punktes besteht also die durch die Gleichung 

^= + 2/' + ^' = r'- 

dargestellte Beziehung, und umgekehrt hat diese Gleichung für 
alle Punkte der Kugelfläche und nur für diese statt, ist folg- 
lich die Gleichung der Kugel. 

Jede krumme Fläche hat also eine bestimmte Gleichnng. 
Wenn es auch nicht immer möglich ist, diese Gleichnng in so 
einfachen Grössen wie den Abständen x, y, » darzustellen, so 
kann man sie doch in eomplicirtoren Grossen, z. B. den Kich- 
tungswinkein der Tangentialebenen, den Ea'ümmungsradien, u, 
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s. w. erhalten. Für tmaern Zweck reicht es ans, dass wir eine 
Gleichnng als Beispiel gegeben haben. 

Sind nun die Gleichungen zweier verschiedenen krummen 
Flächen in den Goordinaten a;, y, % gegeben, und setzt man 
voraus, dass in diesen beiden Gleichungen die Goordinaten x, 
y, % auf dasselbe rechtwinklige Coordinatenaystem bezogen 
sind, so kann man eine der drei Grössen x, y, », z. B. x, aus 
den beiden Gleichungen eliminiren. Durch die gleichzeitige 
Gnltigkeit der beiden Gleichungen setzt man fest, dass man 
weder aUe Punkte der ersten Fläche, noch alle Punkte der 
zweiten Fläche unterschiedslos in Betracht ziehen wül, sondern 
dass man sich nur mit den Punkten ihres Schnittes beschäftigt, 
för welche beide Gleichungen erfüllt sein müssen, da diese 
Punkte gleichzeitig auf beiden Flächen Siegen. Folglich drückt 
die Gieichnng in den Grössen a;, y, welche sich durch die Eli- 
mination von 2 aus den beiden Gleichungen ergeben hat, die 
Beziehung aus, welche zwischen den beiden Goordinaten x, y 
aller Punkte der Schnittlinie — ohne Röeksioht auf die Grösse 
der eliminirten Coordinate a^ ^ bestehen mnss; diese Gleichung 
ist also die Gleichnng der Projection des Schnittes beider 
Flächen auf die zu den «-Abständen senkrechte Ebene, 

Man sieht mithin, dass in der Algebra die Elimination einer 
Unbekannten zwischen mehreren Gleichungen mit drei Unbe- 
kannten darauf hinausläuft, auf den di'ei zu Grunde gelegten 
Coordinatenebenen die Projectionen der Schnitte der Flächen, 
welchen diese Gleichungen entsprochen, zu bestimmen. 

[68] 50. Das Entsprechen zwischen den Operationen der 
Anajysis und den Methoden der darstellenden Geometrie ist 
aber nicht auf das eben Gesagte beschränkt; es besteht überall. 
Wenn man Punkte, Cnrven oder Fläehen sich bewegen lässt, 
so können diese Bewegungen immer durch anal3^isehe Opera- 
tionen beschrieben werden, und die durch diese Bewegungen 
erze^ten ßaumgebilde entsprechen den Eesultaten dieser Ope- 
rationen. Umgekehrt giebt es keine analytische Operation mit 
drei Veränderlichen, welche nicht als der Ausdrack einer im 
Eanme ausgeführten Bewegung betrachtet werden kann. Cm 
dem Schüler die Mathemati in der voi-theilhaflesten Weise zu 
lehren, muss man ihn frühzeitig daran gewöhnen, dieses gegen- 
seitige Entsprechen von analytischen und geometa'iachen Ope- 
rationen zu erkennen; er muss die Fähigkeit erlai^en, einer- 
seite aUe Bewegungen, welcîie im Kanme denkbar sind, in die 
Sprache der Analjsis zu übersetzen und andererseits sich stets 
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im Räume die Bewegungen vorzustellen, deren Ausdruck die 
analytiaehen Operationen sind. 

Allgemeine Methode, um die Projcctionen der 

8elinitte krummer Flächen zn bestimmen. Abänderung 

dieaer Methode für einige besondere Fälle. 

51. Kommen wir nun anf unseren eigentlichen Gegenstand, 
das Verfahren filr die Bestimmung der Projeetionen von Schnitten 
krummer Flächen zu entwickeln, wieder zuillck. 

Um diese Methode in möglichst fiber sichtlicher Form dar- 
zustellen, werden wir ihr nicht sofort die änsserste Eleganz, 
deren sie fähig ist, geben, sondern letztere schrittweise erreichen. 
Das Gesagte gilt aber allgemein und ist auf zwei beliebige 
krumme Flächen anwendbar. Obgleich die henutaten Buch- 
staben sich auf die Figur 34 beziehen, welche den besonderen 
Fall zweier geraden Ki-eiskegel mit vertical gestellten Äsen 
darstellt, ao ist immer im Auge zu behalten, dass jede der 
beiden betrachteten Flächen eine ganz beliebige sein kann. 

62. Erste allgemeine An^be. [Fig. 34) Die Erzen- 
gungsweisen zweier krnmmen Flächen sind bekannt 
und alle hierzu uöthigen Elemente in den Projeetions- 
ebonon gegeben. Man aol! die Projeetionen der Curve 
doppelter Krümmung constrniren, in welcher sich die 
beiden Flächen schneiden. 

Lösung, Man nimmt eine Sehaar von Ebenen TT zu Hülfe, 
welche im Räume passend gelegen gewählt werden; diese Ebenen 
können z. B. sämmtlich horizontal liegen, was zunächst tha(^ 
Sächlich angenommen werde. [63] Dann sind die vertiealen 
Projeetionen dieaer Hülfsebenen horizontale gerade Linien, und 
weil die Ebenen in willkürlich gewählten Abständen voneinander 
liegen können, nehmen wir an, dass in der vertiealen Projec- 
tionsehene beliebig viele horizontale Gerade p gezogen seien, 
welche die vei-ticalen Projeetionen von eben so viden Ebenen TT 
vorstellen. Dann föhii man nacheinander für jede dieser EbenenTT 
und in Bezug auf die Gerade p, welche ihre verticale Projec- 
tion iat, das Verfahren durch, welches im Folgenden für die eine 

dieser Ebenen, TT, welche sich in die Gerade p projiciii, an- 
gegeben ist. 

Die Ebene TT schneidet die erste Fläche in einer gi 
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Cnrve, welche man immer construireii kann, wenn die Erzeugung 
der Fläche hekanEt ist. Diese Ciirve ist der geometrische Oi-t 
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aller Funkte, in denen die Ebene TT von allen Erzeugenden 
der Fläche geschnitten wird. Da diese Curve eben nnd hori- 
zontal gelegen ist, so projicirt aie sich in ihrer wahren Gestalt 
nnd Grösse anf die horizontale Projection a ebene. Es ist also 
möglich, diese Projection zu construiren, nnd es ei^ehe dies die 
Cni've m'. 

Dioaelbe Ebene TT schneidet auch die aweite gegebene 
Fläche in einer hoi'izontal gelegenen, ebenen Cui-ve, deren hori- 
zontale Projection sich ebenfalls stets construiren lässt; diese 
Projection sei die Cui-e n'. 

Nun ist es möglieh, dass sich die beiden Ciirven, in welchen 
die Ebene TT die beiden gegebenen Flächen schneidet, selbst 
schneiden, oder dasa sie sich nicht schneiden. Wenn sich die 
beiden Cnrven auch in beliebiger Verlängerung nicht schneiden, 
so ist dies ein Beleg dafür, dass die beiden gegebenen Flächen 
in der Höhe der Ebene TT keinen Punkt gemeinsam haben. 
Schneiden sich aber die beiden Cnrven, so geachicht dies in 
einer gewissen Anzahl von Punkten, welche beiden Flächen 
gemeinsam nnd daher ebenao viele Punkte ihres geaiichten 
Schnittes sind. Üenn in der That gehören die Schnittpunkte 
beider Cnrven beiden Flächen an, da sie sowohl anf der ersten 
Curve, welche auf der ersten der beiden gegebenen Flächen 
liegt, als auch auf der zweiten Curve, welche anf der zweiten 
Fläche hegt, gelegen sind. 

Es müssen aber die horizontalen ProjecÜonen der Schnitt- 
punkte beider Curven [64] sowohl auf der Projection der ersten 
als anch anf der Projection der zweiten Cnrve hegen, folglich 
sind die Schnittpunkte B',J', . . . der beiden Cnrven m' nnd 
n' die horizontalen Projeetionen von ebenso vielen Punkten 
des gesuchten Schnittes beider gegebenen krummen Flächen. 
Um die ver-ticalen Projeetionen dieser Punkte zu erhalten, hat 
man nur zu beachten, daas die Punkte H,J,... in der hori- 
zontalen Ebene TT und also ihre zweiten Projeetionen auf der 
Geraden p liegen. Projicirt man daher die Punkte 11', J', . . . 
anf die Gerade p in die Punkte fl", J", . . ., ao sind diese 
letzteren die zweiten Projeetionen der gesuchten Schnittpunkte. 

Führt man dieses für die Gerade p eben beschriebene Ver- 
fahren nun für alle Übrigen horizontalen Geraden p durch, so 
erhält man für jede von ihnen in der horizontalen Projections- 
ebene eine Reihe weiterer Punkte H', J', . . . und in der ver- 
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tiealen Projeetionsebenc die entapreehende Reihe II", J", ■ . . 
Zieht man dann durch alle Punkte H' einen Curvenzweig, durch 
alle Punkte J' einen zweiton, und so fort, so bildet die Ge- 
aammtheit aller dieser Cui-venzweige, welche mitunter inein- 
ander fibei^ehen Itönnen, die horizontale Projection des Schnittes 
beider Flächen, Zieht man ebenso durch alle Punkte H" einen 
Curvenzweig, durch alle Punkte J" einen zweiten,^nnd ao fort, 
so bildet die Gesammthelt aller dieser Cnrvenzweigc , welche 
ebenfalls mitunter ineinander übergehen können, die verticale 
Projection des gesuchten Schnittes. 

53. Daa soeben geschilderte Vorfahren ist ganz allgemein 
verwendbar, sogar mit der getroffenen speciellen Festsetzung, 
dass die benutzten Hülfaebenen ü sämmtiich hoi-izontal liegen. 
Wir wollen jetat aber zeigen, dass in bestimmten Fällen die 
Wahl des Hülfsebenensystems nicht gleichgültig ist; man kann 
sie vielmehr oft so treffen, dass dadurch sich leichtere und 
elegantere Consthictionen ergeben. Es kann sogar der Fall 
eintreten, dass die Benutzung einer Schaar von knimmen 
Flächen, welche nur in einer ihrer Abmessungen von ein- 
ander vei-sehieden sind, vortheilhafter als die Benutzung von 
Ebenen ist. 

Für die Construction des Schnittes zweier TJmdrehungs- 
flächen mit vei-ticalen Axen ist am vortlieilhaftesten eine Schaar 
von horizontalen Ebenen zn verwenden, da diese beide Flächen 
in Kreisen sehneiden, deren Mittelpunkte auf den Axen der 
Flächen liegen, deren Eadien gleich den in der Höhe der 
schneidenden Ebenen gemessenen senkrechten Abständen der 
erzeugenden Cui-ven von den zugehörigen Axen sind und deren 
horizontale Projectionen mithin ihrer Grösse und Lage nach 
bekannte Kreise sind. [65] In diesem Falle werden also alle 
Punkte der horizontalen Projection des gesuchten Schnittes als 
Schnittpunkte von Kreisen bestimmt. Wenn die Umdrehunga- 
flächen zwar zu einander parallele, aber nicht vertical stehende 
Axen haben, so rnnss man den Pi-ojection a ebenen eine andere 
Lage geben und sie so wählen, daaa eine derselben anf den 
Umdrehungsaxen senkrecht steht. 

54. Handelt es sieh darum, die Schnitteurve von zwei 
beliebig gestalteten Kegeln, deren Spuren in der horizontalen 
Pi'ojectionsebene gegeben sind, zu construiren, ao würde uns 
die Anwendung einer Schaar von horizontalen Ebenen zur 
Anaführung von Gonstructionen nöthigen, welche in diesem 
Falle zu nmätändlich und zeifi'aubend sein würden. Denn jede 
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hoiizontale Ehene actneidet beide Kegelfläehen in Cnrven, 
welehe den Spurlinien derselben ähnlich sind, und diese 
Schnittcurven müssen fo^lich, weil sie nicht mit den Spur- 
ünien identisch aind^ für jede Ilfilfsebene von neuem punkt- 
weise eonstrnirt werden. Legt man dagegen dureh die Spitzen 
beider Kegel eine Gerade und benutzt man das durch die- 
selbe hindurchgehende Ebenenbüschel, so schneidet jede Ebene 
desselben beide Flächen in vier gerade Linien. Da diese 
Geraden in einer Ebene liegen, so achneiden aie sich — von 
den Kegelapitzen abgesehen — in vier Punkten, welche anf 
dem Schnitte beider Kegel liegen. In diesem Falle eonstrnirt 
man also jeden Punkt der horizontalen Projection des Schnittes 
als Schnittpunkt zweier geraden Linien. 

56. Für zwei beliebig gestaltete Cylinderfläehen, deren 
beideraeifjge Erzeugende nicht einander parallel sind, bietet 
die Sehaar horizontaler Ebenen gleichfalls nicht die günstigste 
Wahl dar. Jede dieser Ebenen würde zwar beide Flächen in 
CuiTen schneiden, welche üu'en horizontalen Spnrcnrven con- 
graent sind. Da diese Schnittcurven aber nicht senkrecht über 
den Spnrcnrven liegen, so fallen ihre horizontalen Projectionen 
nicht mit den lefateren zusammen und müssen folglich punkt- 
weise eonstrnirt werden. Wählt man dagegen eine Sehaar von 
Httlfaebenen, welche gleichzeitig zn den erzeugenden Geraden 
beider Flächen parallel sind, so sehneidet jede dieser Ebenen 
beide Cylinder in geraden Linien, deren Schnittpunkte dem 
Schnitte beider Flächen angehüren. [66] Dadurch erhält man 
wieder die Punkte der horizontalen Projection des Schnittes 
als Schnittpunkte von geraden Linien. Uebrigens sind diese 
für zwei Cylinder gegebenen Betrachtungen nur eine nothwen- 
dige Folge der vorher für zwei Kegelfläehen angesteüten. 

56. Für zwei Fmdrehungsfläehen endlich, deren Äsen in 
derselben Ebene liegen, aber nicht zn einander parallel sind, 
ist überhaupt eine Sehaar von Ebenen nicht mehr die passendste 
Wahl, welche man ti'effen kann, sondern hier empfiehlt es 
sich, eiue Schaar von concentrischen Kugeln, deren gemeinsamer 
Mittelpunkt in dem Schnittpnnkte der beiden Umdrehungaaxen 
liegt, zu benutzen. Die beiden Umdi'ehungsflächen werden von 
jeder dieser Kugeln in zwei Kreisen geschnitten, deren Mittel- 
punkte auf den beiden ümdrehungsaxen liegen und deren Ebenen 
auf der Ebene dieser Axen senkrecht stehen ; die Schnittpunkte 
beider Kreise liegen zugleich auf der Kugel und auf den beiden 
Umdrehungsflächen und gehören mithin dem gesuchten Schnitte 
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an. Die Punkte der Projectioo des Schnittes werden eonstruirt 
als Sehnittpunltte von Kreisen und geraden Linien, wenn man 
die eine Projections ebene senlirecht zu einer der beiden Um- 
drehnngsaKen, die andere parallel zu diesen beiden Äsen wählt, 
welche Annahme die in diesem Falle günstigste ist. 

Diese wenigen Bemerkungen über die am häufigst«n vor- 
kommenden krummen Flächen genügen, um zu zeigen, in 
welcher Weise die allgemeine Methode gebraucht werden muss, 
und wie man aus der Kenntnias der Erzeugung der FläcliBn 
die Wahl der Hülfsflächen so treffen kann, dass sich die leich- 
testen Constructionen ergeben. 



Tangenten an die Schnitte krummer Flächen. 

57. Wenn zwei knimme Flächen ihrer Gestalt und gegen- 
seitigen Lage nach gegeben sind, so ist nicht nur ihre Schnitte 
euiTB bestimmt, sondern es ist auch die Lage aller geometrischen 
Gebilde, welche zn ihr Bezug haben, bestimmt, so z. B. die 
Lage der Tangente in jedem ihrer Funkte und die Lage der 
Normalebene, d. h. der Ebene, auf welche die Ourve unter 
einem rechten Winkel auftiifft und welche mithin auf der Tan- 
gente der Curve senkrecht steht. Obgleich wir in dem Fol- 
genden oft Gelegenkeit haben, Normalebenen an Curven doppelter 
Krümmung zu betrachten, gehen wir hier nicht in die Einzel- 
heiten ihrer Bestimmung ein; [67] denn da die Kormalebenen 
stets auf den Tangenten senkrecht stehen, so ist es ausreichend, 
das Verfahren, nach welchem die Projectionen der Tangenf«n 
an die Schnitteurven krummer Flächen eonstruirt werden, hier 
mitzuthcilen. 

58. Zweite allgemeine Aufgabe. In einem beliebigen 
Punkte der Sehnitteurve zweier krummen Flächen 
soU man die Tangente an diese Curve construiren. 

Lösung. Da der auf der Sehnitteurve beider Flächen will- 
kürlich gewählte Punkt gleichzeitig auf beiden Flächen liegt, 
so berührt sowohl die in dem betrachteten Punkte an die erste 
Fläche als wie die au die zweite Fläche gelegte Tangential- 
ebene die Sehnitteurve in diesem Punkte. Dieser Punkt der 
Sehnitteurve , in welchem sie von den beiden Ebenen berührt 
wird, liegt also zugleich in beiden Ebenen und ist folghch ein 
Punkt ihrer Schnittgera den, welche seihst offenbar die gesuchte 
Tangen te. ist. 
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Diese Äufgahe ^ebt zu folgender Bemerlmiig Anlass, von 
welcher in der darstellenden Geometrie hänfiger Gebraneh ge- 
macht wird. 

sDie Projection der Tangente einer Curve doppelter Krüm- 
mung ist selbst Tangente an die Projection der Curve und 
der Bertlhningspnukt dieser letzteren ist die Projection des 
zugehörigen Berühningspunktes auf der Cnrve doppelter 
Krümmung. < 

Denn denkt man sich von allen Punkten einer Curve 
doppelter Krümmung Lothe auf eine der beiden Projections- 
ebenen, z. B. anf die horizontale Ebene gefallt, so liegen alle 
diese Lotte auf dem Mantel eines vertical stehenden Cylinders, 
welcher von der horizontalen Projectionsebene in der Projection 
der Cui-ve geschnitten wird. Wenn man sieh femer von allen 
Punkten einer Tangente an die Curve doppelter Krümmung 
ebenfalls Lothe gefällt denkt, so liegen diese Lothe in einer 
verticalen Ebene, welche von der horizontalen Projectionsebene 
in der Projection der Tangente geschnitten wird. Nun be- 
rühren sich aber offenbar der Cyiiudei-mantel und diese ver- 
ticale Ebene längs des von dem Berührangspnnkto geßiUten 
Lothes, da dieses beiden Flächen angehört Es berühren sich 
also die Schnittlinien der horizontalen Projectionsebene mit der 
Cylinderfläche und mit der verticalen Ebene [68] in dem Fuss- 
punkte dieses Lothes, und mithin berühren sich die Projection 
einer CuiTe doppelter Krümmung und die Projection einer Tan- 
gente an dieselbe in dem Punkte, welcher die Projection des 
Berührungspunktes der Tangente und der Raumcurve ist. 

Schnitte von Cylinder-, Kegel- und Umdrehungs- 
flächen. Abwickelung dieser Schnitte, wenn eine 
derFlächen, aufweichen sie liegen, eine abwickel- 
bare Fläche ist. 

59. Wir woUeu nun das bisher Gesagte auf einige beson- 
dere Fälle wirklich zur Anwendung bringen. Um mit ein- 
fachen Betrachtungen zu beginnen, setzen wir zunächst voraus, 
dass eine der beiden Flächen, deren Schnitt bestimmt werden 
soll, eine Ebene ist. 

Erste Aufgabe. Es soll die Schnitte urvc eines 
Cylinder man tels und einer gegebenen Ebene be- 
stimmt werden. 
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Wenn die Lage der Projeetiona ebenen willkürlich iat, ao 
nehmen wir zunächst an — was immer möglich ist ■ — , dasa 
die eine Projection s eh ene senkrecht auf den geradlinigen Er- 
zengenden des CyUndermantels und die andere senkrecht anf 
der gegebenen Ehene steht, weil bei dieser Annahme die Con- 
straction sieh sehr viel leichter geataltet. Später werden wir, 
um den Schüler mit der Projectionsmethode gut vertraut zu 
machen, diese Annahme fallen lassen und die beiden Projee- 
üonsebenen beliebig wählen. 

Erster Fall. (Fig. 35—37) Die geradlinigen Er- 
zeugeaden der Fläche stehen senkrecht auf einer, 
z, B. auf der horizontalen Projeetionaebenc, nnd die 
sehneidende Ebene steht senkrecht auf der andern 
Projectionsebene. 

LöBnng. Es sei A' die horizontale nud a" die verticale 
Projection der Geraden a, welcher die sâmmtlichen Erzengenden 
des Cyliuders parallel sind; k sei die gegebene SpureuiTC des 
Cyliaders, welche zugleich die horizontale Projection dea un- 
begrenzten CyUndermantels iat nnd welche daher anch die 
horizontale Projection des gesuchten Sehnittes l ist; e^ sei die 
verticale Projection der aehneidenden Ebene E, welche Gerade 
auch zugleich die verticale Projection des geanehten Schnittes ( 
ist, und 6j sei die in der horizontalen Ebene gelegene Spnr- 
linie dieser Ebene E. Zieht man dann an die Curve k die 
zur Projections axe x senkrechten Tangenten B'b", C'c", so 
sind diese beiden Geraden offenbar die verticalen Projectionen 
der änssersten geradlinigen Erzeugenden^'), und die Punkte B", 
C", in welchen sie von der Spnrlinie e, der Ebene E geachnitten 
werden, begrenzen auf der Geraden e^ die verticale Projection 
dea gesuchten Schnittes Î. 

[69] Wenn man nun in einem auf dem Schnitte l l 
angenommenen Punkte, dessen hoiTzontale Projection der s 
der Curve k willkürlich gewählte Punkt D' ist und dessen 
verticale Projection man erhält, indem man den Punkt D' in 
den Punkt È" auf der zweiten Spurlinie e projicirt — die 
Tangente an denselben ziehen will, so muss offenbar diese 
Tangente in der sehneidenden Ebene E liegen und daher ihre 
zweite Projection in die Spurgerade e, fallen. Ferner liegt 
die Tangente in der Tangentialebene des Cylinders im Punkte 
D, und da diese Ebene vertical steht, so Mit die horizontale 
Projection der Tangente mit der horizontalen Projection der 
Tangentialebene zusammen und ist die Gerade t ^ TD', 
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welche die Curve k in dem Puukte D' beröhrt. Ea ist also 
für die gesuchte SehnittcnrFe l die Lage der Tangente völlig 




Fig. 35. 

60. Es handelt sieh nnn weiter darum, die Schnittcurve l 
in ihrer wahren Gestalt zu eonstmiren und dann au dieselbe 
in einem beliebigen Punkte eine Tangente zu ziehen. Wenn 
die verticale Projeotionsebene zu weit von der Curve /.• ent- 
fernt ist, nimmt man eine andere vei-(icale Ebene zu Hülfe 
welche die Curve k schneidet und deren horizontale Projection 
in die zu a> parallele Gerade B' C fällt. Diese neue verticale 
Projectionstafel schneidet die Ebene E in einer zu e, parallelen 
Geraden, um welche wir die Ebene E in die verticale Lage um- 
legen, sodass die Gurve l aich in ihrei- wahren Gestalt darbietet. 
Dann wählt man beliebig viele Punkte D' willkürlich auf der 
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CuiTe k und legt dnich dieselben vei-ticale, znr zweiten Pro- 
jectionstafel senkrechte Ebenen TT hindurch, deren beide Pro- 
jeclioncn man gleichzeitig erhält, indem man durch aUe Punkte 
D' verticale Gerade j? zieht. Jede dieser Hlllf a ebenen achneidet 
die Ebene E in einer horizontalen und zur Umlegungsase aenk- 
reehten Geraden, deren verticale Projection der Schnittpunkt 
E" der beiden Geraden p und c, iat. Diese horizontale Gerade 
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trifft die Umlegnngaaxe in einem Funkte E, deasen horizontale 
Projection der Schnittpunkt E' der beiden Geraden B' G' und 
der durch D' gezogenen VerticaJen p Ist, während sie die 
Schnittcurve l der Ebene E und des Cylindcrs in den Punkten 
D,F. . . trifft, deren horizontale Projectioneu die Schnittpunkte 
D', F', . . . der Geraden p und der Curve k sind. Die Strecken 
DE, FEt . . . sind aber offenbar gleich ihren horizontalen Pro- 
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jectionen D'E', F'E', ... Bei der Umlegung der Ebene E in 
die verticale Lage bleiben alle diese Strecken, welche ur- 
sprünglich horizontal lagen, senkrecht zu der tlmlegnn^axe 
und behalten dieselbe Länge. [70] Zieht man also durch 
jeden Punkt E" eine unbegrenzte Gerade senkrecht zu e^ nnd 
trägt auf dieser von E" aus die Strecken D'E', F'E', . . . 
bis D^", Fq", ... ab, so erhält man beliebig viele Punkte D„", 
FJ', . . .; die durch diese Punkte hindurchgezogene Curve l^" 
ist die Schuittcurve des Cylinders und der Ebene E in ihrer 
wahren Gestalt. 

61. Nachdem jetzt die wahre Gestalt der Schuittcurve ge- 
funden ist, soll noch in einem beliebigen ihrer Puukte, z. B. D^" 
die Tangente eonstiTiirt werden. Die verticale Projection dieses 
Punktes in seiner natürlichen Lage ist der Fusspunkt E" des 
von D" auf die Gerade e^ geföllten Lothes und die horizon- 
tale Projection findet man, indem man den Punkt E" in den 
Punkt -D' auf der Curve k projicirt, Die horizontale Projection 
der gesuchten Tangente ist dann die in dem Punkte D' an 
die Curve Ä gezogene Taugente i und es genügt, um unser 
Ziel zu erreichen, in der Ebene der Curve lg einen beliebigen 
Punkt zu bestimmen, durch welchen die Tangente gehen muss, 
z. B. den Punkt H, dessen horizontale Projection in den be- 
liebig auf der Tangente * gewählten Punkt H' fällt und dessen 
verticale Projection der Punkt A" auf der Spur e, ist. Stellt 
man fSr diesen Punkt dieselbe Beti'achtung an wie für jeden 
anderen Punkt der Ebene E, so muss offenbar der umgelegte 
Punkt // auf der durch den Punkt A" senkrecht zu e, gezo- 
genen Geraden liegen, und man erhält seine verticale Projec- 
tion, indem man auf dieser Senkrechten die Strecke A'H', 
d. i. den Abstand des Punktes H' von der Geraden B'C, von 
A" bis H„" abti'ägt. Dann ist Hg" ein zweiter Punkt der an 
die Cui'vc lo" zu construirenden Tangente, welche also die Ver- 
bindungslinie Dg'H" beider Punkte iat.^^) 

62. Welche Gestalt auch die Cai-ve k haben mag, immer 
hat die Schnittcurve die Eigenschaft, dass in jedem Puukte, 
z. B. in Dg" die Subtangente A"H„" gleich der Subtangeute 
A' H' der Curve k ist. Diese Eigenschaft ist für die Ellipse und 
den über einer ihrer Axen couatruirtcn Kreis wohlbekannt; 
sie kommt diesen beiden Cui-ven nur deshalb zu, weil sie 
die Schnitte eines Cylindermautels mit zwei verschiedenen 
Ebenen sind. 

63. Schliesslich kann der Fall eintrete]), dass man die 
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Abwiokehmg des Cyliudermaiitels und der von der Ebene E 
ausgeschnittenen Cnrve nöthig hat. Zunächst wickelt man dann 
die CuTve k (Fig. 36) in eine gerade Linie Na Na (Fig. 37) ab 
[71] und zieht durch alle Punkte derselben zu ihr senkrechte 
Gerade, welche die erzeiigeuden Geraden des abgewickelten Cylin- 
üermantels darstellen. 'ä) Auf diesen Senkrechten hat man weiter 
die Theilstrecken der Erzeugenden abzutragen, welche zwischen 
der Cui-ve k und der von der Ebene E ausgeschnittenen Curve l 
Diese Theilstrecken sind aber ihren veiücalen Projee- 




Fig. 37, 

tioncn gleich, und diese letzteren sind die einerseits durch die 
Projection sase x, andererseits durch die Spnrgerade e^ begi'enz- 
ten Sü'ecken der verticalen Geraden p. Wenn also bei der 
Abwickelung der Punkt D' in den Punkt D^' der Geraden 
Na Nfj' fällt, so trägt man auf der durch den Punkt Dq' ge- 
zogenen Senkrechten die Strecke D^E" von Da' bis D„ ab; 
dann ist D„ der Punkt, in welchen der Schnittpunkt D der 
Ebene E und der durch den Punkt 5' gehenden Erzeugenden 
des Cylindera bei der Abwickelung zu liegen kommt. Die 
Cnrve /„, welche durch alle auf diese Weise bestimmten Punkte 
hindurchgeht, ist die abgewickelte Schnitteni-ve, welche gezeich- 
net werden sollte. 

64. Wenn man die Tangente im Punkte D' der Curve k 
verlängert , bis sie die erste Spnriinie 6; der Ebene E in dem 
Punkte T sehneidet, und dann TD' anf der Linie Na' N^' von 
Dq bis Tq abträgt, so ist offenbar die Gerade T^D^ die Tan- 
gente an, die Curve l^ im Punkte D^. Denn bei der Abwicke- 
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Inng des Cylindermantels ändern aeine Elemente nicht ihre Nei- 
gung gegen die horizontale Ebene. 

65. Zweiter Fall. [Fig. 38 u. 39) Die Cylinder- 
fläche und die aohneideude Ebene liegen in belie- 
biger Weise zu den beiden Projectionsebenen. 

Löscng. a' und a" seien die beiden l'rojecfionen der Ge- 
raden a, welcher die Erzeugenden des Cylindera parallel sein 
sollen, k aei aeine horizontale Spurlinie und e, und e, aeien 
die beiden Spnrlinien der schneidenden Ebene E. 

Man benntzt bei dieser Aufgabe eine Sehaar von Ebenen, 
welche den Erzeugenden der Cylindci-fläche pai'allel und senk- 
recht zu einer Pi-ojoetionsehene , z.B. der horizontalen, sind. 
Jede dieser Hülfaebenen projicirt sieh in eine Gerade J', welche 
der Projeetion a' parallel ist, und schneidet den Cyiindennan- 
tel in erzeugenden Geraden , welche die horizontale Projec- 
IJonsebene in den Schnittpunkten 5, C, . . . der Geraden h' 
und der Curve k treffen. Piojicii-t man die Punkte B, G, ... 
in die Punkte B", C", . . . der Projectionsaxe x, und zieht man 
durch die letzteren Parallelen zu a", ao erhält man die ver- 
ticalen Projeetiouen h", e", . . . der Schnittgeraden des Cy- 
lindermantela und der benutzten Etilfaebeue. 

[72] Die Hltlfsebenen schneiden die Ebene E ebenfalls in 
Parteien geraden Linien, deren erste Spurpnnkte anf der 
Spur e^ liegen. Um die vertiealen Projeetionen dieser Geraden, 
welche natürlich auch zu einander parallel sind, zu erhalten, 
bestimmt man die Eichtung einer dieser Schnittgeraden , z. B. 
derjenigen, in welcher die durch a' gehende verticale Hülfs- 
ebene die Ebene E schneidet [und welche mit s bezeichnet 
werde!. Zu dem Zwecke verlängert man a' bia zu dem Schnitt- 
punkte iS, mit der Spur e, der Ebene E einerseits und bis zu 
dem Schnittpunkte S,' mit der Projectionsaxe a; andererseits. 
Projicirt man dann S^' in den Punkt S^ der zweiten Spur e^j 
so Mnd die beiden Punkte S, und S^ cÖe Spnrpunkte der ge- 
suchten Schnittgeraden s. Wenn man noch S, in den Punkt S," 
der Axe x projicirt und die Gerade S/'S, zieht, so erhält man 
die verticale Projeetion s" der Schnittgoraden s. Projicirt man 
alao alle Punkte D der Spnrlinie e,, in welchen sie von den 
Pi'ojecfionen der vertiealen Hillfsebenen geschnitten wird, in die 
Punkte D" der Ase x und zieht durch alle Funkte D" Paral- 
lelen zu s", so erhält mau die vertiealen Projeetiouen von 
Schnitigeraden der Ebene E und den yerticalen, einander paral- 
lelen Hülfsehenen. Dann bestimmt man die Schnittpunkte J", 
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K", . . . jeder dieser Sohnittgeraden mit den zweiton Projec- 
tioueii b", o", . . . der durch B, C, . . . gehenden Erzeugenden, 
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in -welchen die zugehörige Hiilfseliene den Cylinderraantel sehnei- 
det; dieae Schnittpunkte J", K', . . . liegen auf der verticalen 
Projection l" der geauchten Schnittcurve l. Projicirt man alle 
Punlîte J", K", . . . änf die Horizontalprojection b' der ent- 
sprechenden Hülfsebene , so erhält man die horizontalen Pro- 
jectionen J', K', . . . derselben Punkte, und die dnroh sie gezo- 
gene Curve V ist die horizontale Projection der Sehnitteurve l. 

66. Um in den Punkten K', K" die Tangenten an die 
Projectionen V , l" der Curve l zu erhalten, musa man beachten, 
dass diese Tangenten die Projectionen der Tangente in dem 
Punkte K an die Scbnittcnrve l sind. Da die letztere Tan- 
gente gleichzeitig in der Ebene E und in der Tangentialebene 
in dem Punkte K an den Cylindermantel liegt, so muss ihr 
erster Spurpunkt in den Schnittpunkt der ersten Spnrgeraden 
beider Ebenen fallen. Die erste Spurgerade der Tangential- 
ebene ist aber die Tangente t, welche in dem Punkte G an 
die Spnrlinie k des Cylinders gezogen ist. Zieht mau also 
diese Tangente ( und verlängei-t sie bis zu ihrem Schnittpunkte 
T mit der Spur e, der Ebene E, so berührt die Gerade TK' 
die horizontale Projection l' der Sehnitteurve l in dem Punkte 
K'. [73] Wenn man schliesslich den Punkt T in den Punkt T" 
der Axe x projicir-t nnd die Gerade T"K" zieht, so ist sie 
die Taugente im Punkte K" der verticalen Projection l" der 
Scbnittcnrve l. 

67. Mnss man auch die wahre Gestalt der Sehnitteurve / 
ermitteln, so legt man die Ebene E um ihre Spurlinie e, in die 
horizontale Projectionsebene nm. Bei dieser Bewegung beschreibt 
jeder Punkt des Schnittes l, z. B. der Pnnkt K, dessen erste 
Projection in den Punkt K' fällt, einen Kreisbogen, dessen Ebene 
senkrecht auf der Geraden e, steht und sich in das von dem 
Punkte K' auf e, gefällte Loth K'F projicirt; nach erfolgter Um- 
legung hegt der Punkt K in einem bestimmten Punkt« K^ des 
Lothes K'F, und es ist daher nur noch der senkrechte Abstand 
KF des Punktes K von der Spurgeraden e, zn bestimmen. Die 
horizontale Projection des Abstandes KF ist die Strecke K' F 
und die Höhe des Punktes K über der horizontalen Projections- 
ebene ist gleich K^K". Trägt man also die Länge ifi*' auf 
der Asc x von K^ bis Fj ab , so ist die Hypotenuse F 4 K" 
gleich dem gesuchten Abstände, welchen man dann auf dem 
Loth K'F von F bis Kg abträgt. Der Punkt K„ ist ein Punkt 
der in die Horizontalebene niedergelegten Sehnitteurve /, nnd 
die Curve l^,' welche alle auf die gleiche Weise bestimmten 
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Punkte verbmdet, stellt die Sohnittcurve des Cylindera iiud 
der Ebene E in ihrer wahren Gestalt dar. 
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68. Um die Tangente in dem Punkte K^, aa die Cnive /„ 
zu ooustruÎTen, brancht man nur zu beachten, dass bei der 
Umlegung der Ebene E die Tangente im Punkte K an die Cnrve l 
stets durch den Punkt T der ümlegungsaxe geht. Man hat 
daher nur die Gerade TK„ zu ziehen, um die verlangte Tan- 
gente zn erhalten. 

69. Zweite Aufgabe. (Fig. 40 n. 41) Es ist der Schnitt 
eines beliebig gestalteten Kegels mit einer gege- 
benen Ebene E zu construiren, 

Lösung. Wir nehmen an ■ — was immer möglich ist —, 
dass die verticale Projection a ebene senkrecht auf der schnei- 
denden Ebene E steht. 

Es seien A', A" die Projectionen der Spitze A des Kegels, 
/.; sei die Spurlinie des Kegelmantels in der ersten Projee- 
tionsebene, und e^ die verticale Spurlinie der schneidenden 
Ebene E; folglich ist die durch den Schnittpunkt B^^ von e^ 
mit der Ase x gezogene Verticale die horizontale Spni'linie e, 
der Ebene E. Mau benutzt zur Lösung der Aufgabe eine 
Schaar von Htilfscbenen, welche durch die Kegelspitze A senk- 
recht zur zweiten Projeetionsebene gelegt sind; die vei-ticale 
Projection einer solchen Ebene ist die gerade Linie A"B", 
welche dui'ch die zweite Projection der Kegelspitae A geht, 
[74] und ihre horizontale Projection ist die senkrecht zur Ase x 
durch den Punkt B" gezogene Gerade B"B, welche die Spur- 
linie des Kegelmantels in den Punkten B, C, . . . schneidet. 
Diese Hillfsebene schneidet den Kegelmantel in den gerad- 
linigen Erzeugenden b, c, . . ., deren verticale Projectionen 
mit der Geraden Ä" B" zusammenfallen und deren horizontale 
Projectionen t', c', ... die Verbindungslinien der Punkte B, 
Ç, , . , mit A' sind. Diese HUlfsebeue schneidet auch die 
Ebene E in einer geraden Linie, welche zur verticalen Projee- 
tionsebene senkrecht ist. Die verticale Projection dieser Ge- 
raden ist der Schnittpunkt ■/" der Spuren e, und A" B", wäh- 
rend man die horizontale Projection erhält, wenn man von 
dem Punkte /" ein Loth auf die Axe x fällt und dasselbe 
über die Ase x hinaus verlängert. Dieses Loth achneidet die 
ersten Projectionen SA\ 0A\ . . . der in derselben Hillfs- 
ebene liegenden Mantellinien in den Punkten /', K', . . ., 
welche die horizontalen Projectionen von ebenso vielen Punkten 
des gesuchten Schnittes l liefern. Verßlhrt man in gleicher 
Weise für die Übrigen HiUfsebeneu , und verbindet alle auf 
diese Weise gefundenen Punkte ./', K\ . . . mit einander durch 

Ost«ï1d-E Xlusiter. 117. T 
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die Cni-ve l', so ist diese die horizoDtale Projection des j 
suchten Schnittes /. 




70. Um die Tangente in dem willkürlich gewählten Punkte 
/' an die Curve /' zu ziehen, braucht man nur den ersten Spiir- 
punkt der in dem Punkte ./ an die Scl»nittcui-\-e l gezogenen 
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Tangente zu finden, welcher auf der Spur e, der Ebene E 
liegen miisä. Dieser Spurpunlit miisa aber auch auf der ersten 
Spnr der Ebene liegen, welche den Kegelmantel länga der 
Erzeugenden 4 J — mit der horizontalen Projection j4'/' — 
berührt. Die Gerade A'J' sehneidet die Curve k in dem 
Punkte B und die in diesem Punkte an die Cürve k gezogene 
Tangente ( ist die erste Spurlinie der Tangentialebene. Der 
Punkt T, in welchem sich die beiden Spnrgeraden e^ nnd t 
solHieiden, liegt mithin auch anf der dnrch den Pnnkt /' ge- 
henden Tangente der Curve l'. 

7Î. Wenn noch die wahre Gestalt des Schnittes l ermittelt 
werden soll, so kann man entweder die Ebene E um ihre 
erste Spur e^ in die erste oder um ihre zweite Spur e^ in die 
zweite Projectionstafel umlegen und in der umgelegten Ebene 
die Schnittcuiye construiren. Wir wollen hier den zweiten 
Weg einschlagen. Alle hoi-izontalen Geraden, in denen die 
Ebene E von den durch die Spitze des Kegels senkrecht zu 
der vertical en Projections ebene gelegten Hiilfsebenen ge- 
schnitten wird, bleiben bei dieser ümlegung stets senkrecht 
zn der Spur e^ und ändern ihre Längen nicht. [75] Zieht man 
also durch alle Punkte /" der Spur ßj Senkrechte zu ihr and 
trägt auf diesen die entsprechenden horizontalen Strecken J^J' , 
J^K', . . . von ■!" bis ./^, Ä",,, ... ab, so gehören die Punkte 
Jp, Kg, . . . der SctnittciUTe an, tind die Curve If,, welche 
durch alle so erhalteneu Punkte hindurchgelegt ist , giebt die 
Sehnittcurve des Kegelmantels mit der Ebene E in ihrer wahren 
Gestalt. 

72. Um au die Cm've l^ in dem beliebig gewählten Punkte 
J,i die Tangente zu couatruiren, verfährt man, wie aus dem 
Vorhergesagten sich unmittelbar ergieht, fol gen der m aas s en : Man 
ÎSllt von dem Punkte Jg das Loth Jf,J" auf die zweite Spur- 
hnie e^ der Ebene E, verbindet dann die Punkte -/" und A" 
duieh eine Gerade, welche man bis zu ihrem Schnittpunkte B" 
mit der Ase x verlängert, und projicirt den letzteren Punkt noch 
in den Pnnkt B der Curve k\ darauf zieht man an die Curve k 
im Punkte B die Tangente, welche die Spurlinie e, in dem 
Punkte T schneidet^ und ti'ägt die Strecke E,. T auf der im 
Paokte -B,. zu der Spur Cj gezogeneu Senkrechten von Ej.^ bis 
Tp ab. Die Gerade T.i-T^ ist dann die gesuchte Tangente an 
die Curve /^. 

Die Construction der Abwickelung eines Kegels mit belie- 
biger Basis und der von der Ebene E ausgeschuittenen Curve l 
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werden wir sofort auseinandersetzen, nachdem wir den Schnitt 
einer Kegelfläehe mit einer Kugei, deren Mittelpunkt in der Spitze 
des Kegels liegt, bestimmt haben [vgl. Art, 81, 8. 111 — 113]. 

73. Dritte AnfeabB. (Fig. 41 u. 42) Man soll den Sehnitt 
zweier Kreiskegel, deren Äsen einander parallel 
sind, construiven. 

LöBong- Wir wiederholen hier über die F^nrcn 41 und 42 
nichts von dem, was wir bereits früher bei der Darlegung 
der allgemeinen Methode, bei welcher wir die gleiche F^r 
[Nr. 34] als typisch benutzt hatten. Wir bemerken nur, dass 
in dem vorliegenden Falle genau so wie in jedem, in wel- 
chem es sich nm zwei beliebige TJmdrehnngsfläohen [mit ver- 
ticalen Axen] handelt, die von einer Schaar horizontaler Htllfs- 
ebenen auf den Flächen ausgeschnittenen Ourven Kreise sind. 
Jetzt wollen wir nur bezüglich der Tangenteneonstruction noch 
auf einige Einzelheiten eingehen, von denen zu sprechen wir 
früher nicht Gelegenheit hatten. 

74. Um an die horizontale Projection V des Schnittes / 
beider Kegelmäntel in dem Punkte K' die Tangente zu con- 
stnuren, erinnern wir uns wieder daran, daas diese Tangente die 
l'rojecfion der Tangente in dem Punkte K des Schnittes l selbst 
ist, und dass es also, nm die Construction der ersteren Tan- 
gente ausführen zu können, genügt, den horizontalen Spur- 
pnnkt T der letzteren Tangente zu bestimmen. |76] Nun liegt 
aber die Tangente in dem Punkte K des Schnittes l in den 
beiden Tangentialebenen, welche die beiden Kegelmäntel in 
diesem Punkte berühren. Construirt man also die horizontalen 
Spnrlinien t und v dieser beiden Ebenen, so ist ihr Schnitte 
punkt der Spui'punkt 71 Die Tangentialebene an den ersten 
Kegel berührt diesen längs der durch den Punkt K gehenden 
geradlinigen Erzeugenden , deren horizontale Projection man 
findet, wenn man die Gerade A'K' zieht und sie bis zu dem 
Schnittpunkte C mit der horizontalen Spnrlinie t des Kegels 
verlängert. Der Punkt C liegt auf der Geraden, längs deren 
die Tangentialebene den Kegel berührt, und mithin ist die 
horizontale Spur t dieser Ebene die in dem Punkte G an den 
Kreis i gezogene Tangente. In gleicher Weise verfährt man 
in Bezug auf den zweit«n Kegel. Man verlängert die Ge- 
rade B' K' bis zu ihrem Schnittpunkte D mit dem Kreise /j 
und zieht in diesem Punkte die Tangente v an den Kreis, 
welche dann die horizontale Spnr der Tangentialebene in dem 
Punkte K an den zweiten Kegel ist. Zieht man dann durch 
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den Schnittpunkt T der beiden Tangenten t und v die Ge- 
rade TK', 90 ist sie die gesuchte Tai^ente an die Ourve /'. 




Um die Tangente m dem entspiechenden Pnnkte K" der 
verticalen Trojection l dei bchnittcur* e / zu erhalten, braucht 
man offenbar mir den Punkt f in den Punkt T" auf der Axe x 
au projiciren und T mit A durch eine (Terade zu verbinden, 
■welche die gesuchte Ttngent«' Ht 
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75. Es kann miter Umständen nöthig werden,, auf der 
Abwickelung eines der beiden Kegel, oder sogar auf denen 
beider Kegel ihre ebenfalls abgewickelte Sehnittcnrve einzn- 
zeielinen , z. B, wenn man ein Modell für die Durchdringung 
beider Kegel aus biegsamen Stoffen, z. B. aus Metallblechen, 
herstellen will. In solchen Fällen wendet man ftir jeden der 
beiden Kegel das Verfahren an, welches wir jetzt für den 
ersten auseinandersetzen. 

Zunächst ist zu beachten, dass bei der Abwickelung eines 
Kegelmantels die auf ihm liegenden Geraden weder ihre Ge- 
stalt, noch ihre Länge ändern, weil allmählich jede dieser 
Geraden als Scharnier, um welches die Fläche bei ihrer Ab- 
wickelung in die Ebene gedreht wird, dient; es bleiben also 
alle Punkte des Kegelmantels stets in derselben Entfernung 
von der Spitze. Ist femer der Kegel, wie in dem vorliegenden 
Falle, ein gerader Kreiskegel, so haben alle Funkte des hori- 
zontalen Grnndkreises ; den gleichen Abstand von der Kegel- 
spitze; sie mOssen also in der Abwickelung auch in gleicher 
Entfernung von der Spitee und folglich [77] auf einem Kreis- 
bogen liegen, dessen Radius gleich der constanten Entfernung 
der Spitze von den Punkten des Gmndkreises t ist. Nachdem 
man also den Punkt Ag, in welchen bei der Abwickelung des 
Kegels seine Spifae Ä zn liegen kommen soll, wülkürüch an- 
genommen hat, beschreibt man nm diesen Funkt als Mittel- 
punkt mit dem Kadius A"F" einen Kreisbogen t'a, in welchen 
der Grundkreis * sich abwickelt. Trägt man dann ausgehend 
von dem Funkte J^ des Grundkreises, bei welchem man mit 
der Abwickelung beginnen will, den Kreisbogen FC auf dem 
soeben eonstruirten Kreise i^ von dem willkürlich gewählten 
Pnnkte Ff, desselben ab, so erhält man die Lage 0^ des 
Punktes Cnach geschehener Abwickelung; die Gerade, welche 
die Punkte C^ und A„ verbindet, giebt die Lage an, in welche 
die Erzengende JC des Kegels dabei gekommen ist, und anf 
dieser Geraden muss auch der Punkt A'^ liegen, welcher dem 
Punkte K des Schnittes / beider Flächen entspricht,, um Ä^ 
zu finden, muss man den Abstand des Punktes K von der 
Spitze des Kegels bestimmen und diesen dann anf der Ge- 
raden A^Ca von A^ ans abtragen. Dazu zieht man dureh den 
Punkt K" der verticalen Projection eine horizontale Gerade, 
bis sie die Seitenlinie J"i^" in dem Punkte G" trifft; dann 
ist A"G" der gesuchte Abstand. Verfährt man in gleicher 
Weise, wie für den Punkt A', flh- alle anderen Punkte der 
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Schnittcurve l, und verbintlet man dann alle so erhaltenen 
Punkte in der Abwickelung (les Kegelmantels durch die Curve l^, 
90 ist diese die zugleich mit der ersten Kugeliläche abge- 
wickelte Sehnittcurve / beider Kegel. 




In gleicher W ei-te \eifih]t min 
Kegelfliiehe ilif;e Wickel te SchnittLnin 



die mit der 
1 ptlulten 
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76, Vierte Aufgabe. (Fig. 43) Es soll der Schnitt 
zweier Kegel mit beliebigen Grundflächen eonstmirt 
werden. 
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Lösung. Ea seiend', A" und B\ B" die Projectiouen 
der Spitzen yl und B beider Kegel, i und h ihre Spurlinien 
in der ersten Projection sehen e. 

Durch die beiden Spitzend, B zieht man eine Gerade?, 
deren Projectionen mithin die geraden Linien A'B', Ä"B" 
sind und deren ersten Spnipunkt G^ man nach dem früher 
angegebenen Verfahren leicht eonsti'uiren kann. Dnrch diese 
Gerade AB legt man dann eine Schaar von HlÜfsebenen TT, 
welche jeden der beiden Kegel in einer Anzahl gerader Li- 
nien achneiden. Die in einer solchen Hülfsehene TT liegenden 
Geraden bestimmen durch ihre Schnittpunkte — wobei von 
den beiden Spitzen natürlich abgesehen wird — ebenso viele 
Punkte der Scbnittcm-ve l beider Kegelmäntel. Die horizon- 
talen Spurlinien dieser Hülfaehenen TT mtlsaen nothwendiger 
Weise |78] durch den Punkt (î, gehen, und da die Lage 
dieser Ebenen im Übr^en willkürlich ist, so kann man ihre 
ersten Spurlinien willkürlich annehmen, indem man durch den 
Punkt (Î, so viele gerade Linien^ zieht, als man für nöthig 
findet; für jede dieser Linien jj, bez. ^e entsprechende Hülf a - 
ebene TT hat man dann die Construction durchzuführen, welche 
wir für eine derselben jetzt beschreiben wollen. 

Die erste Spni-linie p einer solchen Hülfsehene TT schneidet 
die horizontale Spurlinie i des ersten Kegels in den Punkten 
0, D, . . ., welche zugleich die ersten Spui-punkte der Mantel- 
linien sind, in welchen diese Fläche von der benutzten Hülfs- 
ehene geschnitten wird. Es sind mithin Ä'O, A' D, ... die 
horizontalen Projectionen dieser Geraden, und man erhält ihre 
verticalen Projectionen dadurch, dass man die Punkte G, D, . . . 
in die Punkte ü", D'\ . . . der Projection saxe x projieirt und 
die Geraden A"G'\ A"D", . . . zieht. Auch die Spurlinie k 
der zweiten Kcgelfläche schneidet die Gerade y in gewissen 
Punkten E, F, . . ., deren Verbindnngsgeraden mit dem Punkte 
B' die ersten Projectionen B' E, B' F, . . . der Schnitfgeraden 
dieser zweiten Fläche mit derselben Hülfsehene TT sind; die 
verticalen Projectionen dieser Geraden erhält man, indem man 
die Punkte E, F, . . . m die Punkte E", F", . . . der Ase x 
projieirt und die letzteren mit dem Punkte B" verbindet. 

Da alle diese Geraden AC, AD, ... des ersten Kegels 
und BE, BF, . . . des zweiten Kegels in derselben Ebene 
liegen, so sind die Schnittpunkte H.', J', K', L', ... ihi-er 
horizontalen Pi'ojectionen A' B, A' G, . . . mit B' E, B'F, . . . 
die horizontalen Projectionen von ebenso vielen Punkten der 
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8chEÎttoni-ve l beider Kegel. Verfährt mau in gleicher Weise 
allmählieh füi" alle anderen Geraden j), welche durch G, ge- 
zogen sind, so erhält man eine Eeihe derartiger Schnittpunkte, 
wie H', J', K', L', . . . . Verbindet man dann alle Punkte H' 
durch einen Curvenzweig, alle Punkte J' durch einen zweiten, 
alle Tunkte K' durch einen dritten und so fort, ao bildet die 
Gesammtheit dieser Curven die horizontale Projection V des 
gesuchten Schnittes l beider Kegel. 

In gleicher Weise erhält man filr die Hlllfaehene, deren 
erste Spur die Gerade^ ist, in der vei-ticalen Ebene eine ge- 
wisse Anzahl von Geraden A"G", A"D", . . ., B"E", B"F", 
. . . , deren Schnittpunkte .7", H", K", L", ... die verticalen 
Projectionen von ebenso vielen Punkten des gesuchten Schnit- 
tes sind. 

Es ist nicht nöthig, beide Projectionen des Schnittes l unab- 
hängig von einander zu construire!! ; man kann vielmehr, nach- 
dem für einen Punkt des Schnittes eine seiner Projectionen 
gefunden ist, seine andere dadurch erhalten, dass man ihn 
senkrecht zur Axe x auf ^e andere Projection einer der Mantel- 
linien, auf welchen er liegt, projicirt. Dieser Umstand giebt 
uns zugleich ein Mittel, um die früheren Constructionen auf ihre 
Eichtigkeit und Genauigkeit hin prüfen, bez. unter Umständen 
Schnittpunkte von Geraden , welche sich unter sehr spitzen 
Winkeln schneiden, vermeiden zu können, 

[79] 77. Um die Tangenten an die horizontale Projection V 
des Schnittes, z. B. die Tangente, welche sie in dem Punkte L' 
berührt, zu erhalten, muss man den horizontalen Spurpunkt T 
der in dem Punkte L an den Schnitt l selbst gezogenen Tan- 
gente construiren. Diese Tangente ist aber die Sehnittgerade 
der beiden Tangentialebenen, welche die Kegelflächen in dem 
Punkte L berühren , und daher fHUt ihr erster Spurpunkt in 
den Schnittpunkt der horizontalen Spurlinien t, v dieser beiden 
Tangentialebenen. Nun ist A' DL' die Projection der Ge- 
raaen , in welcher die Tangentialebene im Punkte L den er- 
sten Kegel berührt, und folghch ist die im Punkte D an die 
Curve i gezogene Tangente t die horizontale Spur dieser Tan- 
gentialebene. Die Gerade iJ'J'I-' ist die Projection der Be- 
rührungsgeraden der Tangentialebene an den zweiten Kegel, 
und folglich ist die im Punkte F an die Curve k gezogene 
Tangente v die horizontale Spur der zweiten Tangentialebene. 
Zieht man dann durch den Schnittpunkt T der Tangenten t 
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und V die Gerade TL', so ist sie die gesuchte Tangente an 
die horizontale Projection l' des Schnittea l. 

Stellt man dieselbe Betrachtung für die anderen Punkte 
H', J' , K', . ; . an, 80 findet man, dass 1} die Tangente in 
J' durch den Schnittpunkt der Tangenten in den Punkten T) 
und E, 2} die Tangente in K' durch den Schnittpunkt der 
Tangenten in den Punkten C und F, 3} die Tangente in H' 
durch den Schnittpunkt der Tangenten in den Punkten und 
E gehen muss. 

Die Tangenten an die verticale Projection l" zu bestimmen, 
bietet keine Schwierigkeiten mehr, wenn die entsprechenden 
Tangenten der horizontalen Projection l' constmirt sind. Denn 
nachdem man die horizontalen Spui'punkte der Tangenten an 
die Schnitteui-ve l gefunden hat, erhält man Punkte, durch 
weiche die gesuchten Tangenten gehen müssen, indem man 
jene Spui'punkte auf die Axe x projieirt. 

78. Fünfte Aufgabe. (Fig. 44 u. 45) Man soll den 
Schnitt eines Kegels mit beliebiger Basis und einer 
Kugel construiren. 

Löaung. (Fig. 44) Es seien A', A" die Projectionen des 
beiden Flächen gemeinsamen Mittelpunktes; ferner sei die 
Cnrve k die gegebene horizontale Spur des Kegels, A"D" der 
Kugelradius und der Kreis i" die verticale Projection der 
Kugel. Durch den beiden Flächen gemeinsamen Mittelpunkt A 
denkt man sich eine Schaar von Hlllfsebenen hindurehgelegt, 
welche man noch senkrecht ^80] zu einer der beiden Projeo- 
tionsebenen wählen kann. In den Figuren 44 u. 45 sind 
diese Ebenen senkrecht zur ersten Pi-ojectionsebene angenom- 
men. Jede dieser Hülfäebenen sehneidet den Kegel in einer 
Anzahl von Geraden und die Kugel in einem grössten Kreise; 
in jeder dieser Ebenen liefern die Schnittpunkte der Geraden 
und des Kreises Punkte der gesuchten Schnittcurve L Man 
zieht also durch den Punkte' beliebig viele Gerade, welche 
die horizontalen Projectionen von ebenso vielen verticalen Hillfs- 
ebenen und zugleich von ihren Schnittlinien mit den beiden 
gegebenen Flächen sind. Jede dieser Geraden, z. B. BÄ'C, 
sehneidet die horizontale Spur k des Kegels in den Punkten 
B, C, . . ., welche zugleich die ersten Spurpunkte der von 
der zugehörigen Hulfsebene ausgeschnittenen Mantellinien des 
Kegels sind. Projieirt man diese Punkte in die Punkte B", 
C", ... der A;îe x und zieht die Geraden A"B", Ä" C" . . .' 
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so siod diese die leiticalen PiojechonLii deräelben Mantetlmien. 
Jetzt handelt es sich noch darum die Innkfe zu finden in 




Fig. 44. 

welchen diese Maatelliiiieu von dem in derselben Hülfsebene 
gel^enen grösaten Kugeltreise geschnitten werden. 

Zu diesem Zwecke zieht man zunächst durch den Punkte' 
eine Parallele zur Axe ic. Dann dreht man die durch 5'' ge- 
hende verticale Hülfsebene um die in dem Punkte A' eiTioh- 
tete Senkrechte A'Ä zu der vertiealen Projectionsebene parallel, 
wobei alle von dieser Ebene auf den beiden gegebenen Flä- 
chen erzeugten Schnitte mit gedreht werden sollen. Dabei 
beschreiben die Funkte B, C, . . die Kreiabogen BB^, t'C,„ 
. . . mit dem gemeinsamen Mitti'lpunkte A' und kommen 
schliesslich in die Schnittpunkte dieser Kreisbogen mit der 
durch den Punkt A ' zu der Axe x gezogenen Parallelen zu 
liegen. Projicirt man die Punkte B„, ''„, ... in die Punkte 
Bg". Cg\. . . . der Axe ,c, so sind die Geraden A"B^\ -^"^o"- 
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... die verticalen Projeetionen der Geraden, in welchen die 
betrachtete Hülfsebene den Kegel schneidet, in der Lage, 
welche sie na«h ausgeführter Paralleldrehung angenommen 
haben. Der von derselben Hülfsebene ausgeschnittene grösste 
Kugelkreis hat nach ausgeführter Paralleldrehnng den Kreis i" 
als verticale Projection. Folglich sind die Schnittpunkte Hg", 
./„", . . . dieses Kreises mit den Geraden ^"5„", Ä"Cg", . . . 
die Projectionen von Funkten der gesuchten Schnittcurve, be- 
trachtet in der neuen Lage der schneidenden Ebene. 

Nachdem man auf diese Weise die Projectionen der er- 
wähnten Punkte in ihrer neuen Lage gefunden hat, muss man 
die betrachtete verticale Hülfsebene wieder in ihre ursprüngliche 
Lage zurückdrehen. Bei dieser Rllckwärtsdrehnng besehreiben 
alle Punkte der Ebene und folglich auch die in ihr liegenden 
Punkte //, J, . . . der Schnittcurve [81] horizontal gelegene 
Kreisbogen, deren Mittelpunkte auf der verticalen Geraden Ä' Ä 
liegen und deren verticale Projectionen horizontale Gerade 
sind. Zieht man also durch die Punkte /?„", /„", , . , hori- 
zontale Gerade, so liegen auf ihnen die verticalen Projectionen 
H", J", . . . der Schnittpunkte H, J, . . . in ihrer natttriichon 
Lage. Diese Projectionen müssen aber auch auf den entspre- 
chenden Geraden A"B", A"C'\ . . . liegen und sind daher 
ihre Schnittpunkte mit den eben gezogenen horizontalen Ge- 
raden. Auf diese Weise verfährt man auch für die übrigen 
Hülfsebenen und erhält dann in der Curve /", welche alle so 
erhaltenen zweiten Projectionen von Schnittpunkten verbindet, 
die verticale Projection der gesuchten Schnittcurve l. 

Projicirt man die Punkte H", J", ... in die Punkte H', 
J', ... der horizontalen Projection BC der Hülfsebene, so 
erhält man die horizontalen Projectionen derselben Punkte H, 
J, . . . der Schnittcurve /, und die Curve, welche man durch 
alle, für jede Lage der Geraden BC construirten Punkte H', 
./', . . . ziehen kann, ist die horizontale Projection /' der 
Schnittcurve /. 

79, Um die Tangente in dem Punkte /' an die horizon- 
tale Pi'ojection V ziehen zu können, muss man den horizon- 
talen Spurpunkt T der Tangente in dem Punkte / des Schnittes / 
construiren. Dieser Spurpunkt muss in den Schnittpunkt der 
horizontalen Spurlinien der in dem Punkte ./ an die beiden 
Flächen gelegten Tangentialebenen fallen. Sun iat aber offen- 
bar tUe in dem Punkte C an die Curve k gezogene Tangente t 
die erste Spurlinie der Tangentialebene an den Kegel. Um 
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die erste Spur der Tangentialebene an die Kugel zu erhalten, 
wendet man das für die Umdrehungsfläclien gegebene Verfahren 
an [siehe Art. 30, Seite 42—451; man zieht also in dem Punkte 




Fig. 45. 

Jy" die Taugente an den Kreis i", verlängert sie bis zu ihrem 
Schnittpunkte Vg" mit der Ase a^, trägt dann Ay.V^' auf der 
Geraden BG von A' bis V ab und zieht dann durch den 
Punkt Y die Gerade v senkrecht zu B ü. Die beiden Spur- 
linien t und V achneiden sich in dem Punkte T, durch welehea 
man die Gerade TJ' ziehen rauss, um die gesuchte Tangeute 
zu erhalten. 

Die Tangente im Punkte J" der verticalen Projection /" 
findet man, indem mau den Punkt T in den Punit T" der 
Axe X projicii-t und dann die Gerade T"J" zieht, welche die 
verlangte Tangente ist. 

80. Wenn die Kugel und der Kegel nicht coneentrisch 
aiud, so muss man die Mittelpunkte der beiden Flächen durch 
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eine gerade Linie verbinden und die dureii aie hindurchgehenden 
Ebenen [82] als die schneidenden Hülfsebenen benutzen. Jede 
dieser HtUfsebenen schneidet den Kegelmantel in geraden Li- 
nien und die Kugel in einem grössten Kreise, wie in dem 
zuerst betrachteten Falle concentriacher Flächen, und mau 
erhält ebenfalls eine einfache Construction. In diesem allge- 
meineren Falle ist es am vortheilbaftesten , die verticale Pro- 
jectionsebene parallel au der Verbindungageraden der Plächen- 
mittelpunkte zu wählen, damit bei der Drehung, welche für 
jede Hulfsebene auszuführen ist, um sie der verticalen Pro- 
jectionsehene parallel werden zn laaseu, die beiden Plächen- 
mittelpunkte ihre Lage unverändert beibehalten, nnd also auch 
ihre Projeetionen unverändert bleiben; hierdurch werden die 
Constrnctionen wesentlich vereinfacht. 

81. Sechste Aufgabe. (Fig. 45—47) Man aoU eine Ke- 
gelfläche mit beliebiger Basis nebst einer anf ihr lie- 
genden Schnittcurvc, deren beide Projeetionen ge- 
geben sind, abwickeln. 

Lösung. Man denkt sich um die Spitze Ä des Kegeis als 
Mittelpunkt eine Kugel von beliebig 
construirt nach dem für die vorig 
fahren die Projeetionen der Schnitt 
nun alle Punkte der sphärischen Schnittcurvc die gleiche Ent- 
fernung von der Kegelspitze Ä haben, so müssen sie auch auf 
dem abgewickelten Kegelmantel in gleicher Entfernung von der 
Spitze und also auf einem nm dieselbe als Mittelpunkt beschrie- 
benen Kreisbogen liegen, dessen Radius gleich demjenigen der 
Kogel iat. Wenn also -4;, {Fig. 46) der Punkt ist, in welchen 
bei der Abwickelung die Kegelapi^e au liegen kommt, so be- 
sohi'eibt man um diesen Punkt mit einem Radius gleich Ä" D" 
(Fig. 45) einen Kreisbogen J^, auf welchen sich dann die Punkte 
des sphärischen Kegelschnitts abwickeln, sodass die Theilstücke 
dieses Kreisbogens bezüglich gleich den entsprechenden ïheilen 
des sphärischen Kegelschnittes selbst sind. Nachdem man 
noch auf dem sphärischen Kegelschnitte l einen Punkt , z. B. 
den Punkt Ä', dessen Projeetionen Ä"', K" sind, und auf sei- 
ner Abwickelung /„ ^^^ Punkt Ä^ als den ihm entsprechenden 
augenommen hat, handelt ea sich noch darum, die Längen der 
verschiedenen Bogen des Kegelschnittes anf seiner Abwicke- 
lung la von dem Punkte K^ aus abzutragen. Weil nun die 
sphärische Curve eine solche doppelter Krilmmung ist, muss 



igem Radius beschrieben und 
ige Aufgabe gegebenen Vcr- 
Ittcurve beider Flächen. 
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man sie aUmählich ihrer beiden Krümmungen beranben, ohne 
ihre Länge dabei zu verändern, was auf folgende Weise mög- 
lich ist. 




Fig. 4(i. 

[83] Da die aphäriache Curve l sich in die Curve /' der 
ersten Pi-ojectionsehene projieii-t, so kann man annehmen, dass 
sie auf der Oberfläche eines verticalen Cylinders liegt, dessen 
horizontale Spurlinie die Curve l' ist. Diesen Cylinder nnd 
die auf ihm liegende Curve / wicltelt man dann nach dem 




Fig. 47. 

früher angegebenen Verfahren [Art. 63, 8, 92] in die Ebene 
ab, indem man den Bogen K' J' {Fig. 45) in die gerade Linie 
Zj'Jj' (Fig. 47) abwickelt nnd die verticale Strecke J^^J"'*) senk- 
recht zu.A'^'Ä'j' von JJ bis Jj, abträgt. Die Cnrve ?j, welche 
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duich alie to eihiltenen Punkte /(, hindurchgeht, ist der ab- 
gewickelte sphäniiche Kegelschnitt, nachdem man ihn aeiaer 
honzontalea Krümmung beiaubt hat, ohne jedoch dabei seine 
Bogenlmge gelndert zu hiben 

Nun % ickelt man noch die Cu -\ e i,!, auf den Kreis l^ (Fig. 46) 
al indem mm z B die Bogenlänge A'f, .4 der Curve If, auf dem 
Kieiie ?u ^on E^ bis /„ abtragt und dadurch den Pnnkt J^ 
erhält m wehhen bei der Vbwickelung des Kegelmantels in 
die Ebene der Punkt 7 de=!sen Projeetionen /', J" (Fig. 45] 
'^ind fallt Zieht nau dinn die Gerade ^„./q, so findet man 
inf dem abgewickelten Kegelmantel die geradlinige Erzengende, 
leren horizontale liojettKn 4 ( (Fig. 45) ist. Soll nun ein 
Punkt dieser dei ilcn z B der Punkt C auf der abgewickelten 
Flache veizeuhnet weiden so brancht man nur den Abstand 
dieses Punktet von dei Spitze A des Kegels zu messen und 
auf if^^n von 4u ans bis C„ abzutragen; dann ist C^ der 
Punkt, in welchen der Punkt C bei der Abwickelung des 
Kegelmantels zn liegen kommt. 

82. Siebente Aufgabe. (Fig. 48) Es ist der Schnitt 
zweier beliebigen Cylinder zu construiren. 

Losung. Wenn man bei einer Untersuchung, welche zn 
der vorliegenden Aufgabe geführt hat, keine anderen Schnitte 
curven als die der beiden Cylinder raäntel zn betrachten hat, 
und besonders wenn diese Flächen kreisförmige Gmndflächen 
haben, so wählt man die Projections eben en vortheilhaft so, 
dass eine derselben parallel zu den geradlinigen Erzeugenden 
beider Cylinderfächen ist; dadurch wii'd es möglieh, den ver- 
langten Schnitt zu construiren, ohne andere Curven als die 
gegebenen zu benutzen. Mnas man aber gleiehzeit^ noch die 
Schnitte der Cylinder mit anderen Flächen betrachten, 30 
bietet es keinen Vortheil dar, für die Construction des Schnittes 
beider Cylinder eine besondere Wahl der Projecfionsebenen zu 
treffen; es ist vielmehr einfacher, für die Construction aller 
Schnitte dieselben Projections ebenen zu benntzen. 

[84] Wir nehmen deshalb hei der Lösung der vorliegenden 
Au%ab6 an, dass die erzeugenden Geraden beider Flächen 
eine ganz beliebige Lage zn den beiden Projections ebenen 
haben. 

Es seien ï, k die gegebenen horizontalen Spurcurven der 
beiden Cylinder; a', a" und ?/, 1/" die Projeetionen der beiden 
Geraden a und b, welchen die Erzeugenden des ersten und 
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zweiten Cyîinders parallel sein sollen. Man nimmt dann zui 




Lösung eine Schaar von Ebenen H zu Hülfe, welehe den Er- 
zeugenden beider Flächen, alao den Geraden a nnd h parallel 
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sind. Diese Hülfsebenen schneiden die beiden Flächen in ge- 
raden Linien, von denen sich die auf dem ersten Cylinder 
liegenden mit den auf dem zweiten CyUnder liegenden in 
Punkten der gesuchten Sebnittcurve Î schneiden. 

Nachdem man nach der in dem Art. 31 (l) [S. 46—47] 
gegebenen Verfahren die horizontale Spurlinie Ä^ ö, der durch 
die Gerade a parallel zu der Geraden h gelegten Ebene con- 
stmirt hat, zieht man parallel za A^ G, so viele Gerade, als 
man für nöthig findet, und betrachtet sie ala horizontale Spur- 
linien von ebenso vielen HUlfsebenen. Eine solche Parallele, 
z. B. p, schneidet die Spur i des ersten Cylinders in gewissen 
Punkten (?, -D, ... und die Spur k des zweiten Cylinders in 
gewissen anderen Punkten -B, J", - • . , durch welche man die 
Pai-allelen c', d', . . ., e', /",... bez. zu den ersten Projec- 
tionen a', b' zieht. Die Schnittpunkte H', J', K' , L', . . . 
der Geraden c', d' . . . mit den Geraden e', /', ... sind die 
horizontalen Projectionen von ebenso vielen Punkten der Schnitt- 
eurve l beider Cylinder. Verfährt man in gleicher Weise für 
die anderen Ilülfsehenen , d. h. also für andere Parallelen zu 
Ä^0^, so findet man die horizontalen Projectionen weiterer 
Punkte der Schnittcurve l. Die Curve V, welche durch alle 
80 erhaltenen Punkte Zf', J'-, K', L', , . . hindurchgeht, ist 
dann die horizontale Projection der gesuchten Schnittcurve /. 

Um die verticale Projection l" derselben Curve zn erhalten, 
projicirt man die Punkte C, D, . . ., E, F, . . . iit die ent- 
sprechenden Punkte C", D", . . ., E", F", . . . der Axe x und 
zieht durch diese Punkte die Parallelen c", d", . . . , e", f',... 
bez. zu den Projectionen a", h". Die Schnittpunkte H", J", 
K", L", . . . der Parallelen c", d", . . . mit den Parallelen e", 
/", . . . sind die verticalen Projectionen der Punkte H, J, K, 
L, . . . des Schnittes l. Bestimmt man in gleicher Weise die 
verticalen Projectionen der flbrigen Punkte des Schnittes und 
verbindet man dann alle durch die Curve l", so ist sie die 
veiücale Projection des Schnittes l. 

Will man an die Curven l' , l" in den zusammengehörigen 
Punkten L', L" die Taugenten ziehen, so construii-t man die 
horizontalen Spurgeraden t, v der Tangentialebenen, welche 
in dem Punkt L den ersten, bez. zweiten Cylinder berühren. 
Die von dem Punkte L' nach dem Schnittpunkte T der beiden 
Spuren l und v gezogene Gerade [85] ist die Tangente, welche 
in dem Punkte L' die Curve l' berUhit. Projicirt man dann 
den Punkt T in den Punkt T" der Ase x und zieht T"L", so 
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ist dieae Gerade die Tangente, welche die verticale Projec- 
tion l" in dem Pautte L" berührt, 

83. Achte Aufgabe. (Fig. 49) Es ist der Schnitt 
zweier TJmdrehungsflächen, deren Axen in einer 
Ebene liegen, zu construiren. 

Lösung. Man wählt die Projectionsebenea so , dass eine 
derselben zu der Ase einer der Umdrehungsflächen senk- 
recht und die andere beiden Äsen parallel ist. Es sei dann 
A' die horizontale Projection der Äse a der ersten Fläche, 
a" ihre verticale Projection und i" die Erzeugende der ersten 
Fläche. Dann muss die dnrch A' gezogene Parallele zur Axe x 
die horizontale Projection b' der Axe 6 der zweiten Ümdre- 
hnngsfläche sein; die verticale Projection dieser Axe sei b", 
so dass also A', Ä" die Projectionen des Schnittpunktes À 
beider Flächenaxen sind, und Ic" sei die gegebene Erzeugende 
der zweiten Umdrehungsfläche. Zur Lösung der Aufgabe be- 
nutat man als Hfllfsflächen eine Schaar von concentrischen Ku- 
geln, deren gemeinsamer Mittelpunkt der Schnittpunkt A beider 
Flächenaxen ist. Für jede dieser Kugeln construirt man die 
verticale Projection, welche ein mit dem Kugekadius um den 
Punkt A" als Mittelpunkt beschriebener Kreis ist. Jeder dieser 
Kreise schneidet die erzeugenden Curven i", k" in gewissen 
Punkten, z. B. der Kreis m" in den Punkten C" und E". 

Betrachtet man die Kugelfläche, deren verticale Projection 
der Kreis wi" ist, so sehneidet sie die erste Umdi-ehungsfläehe 
in einem Kreise, dessen Ebene senkrecht auf der Axe a steht, 
dessen verticale Projection mithin die horizontale Gerade C" 
D" ist und dessen horizontale Projection der um den Punkt 
A' als Mittelpunkt mit dem Dm-chmesser 0"D" beschriebene 
Kreis C'H'D'J' ist. Dieselbe Kugel schneidet auch die zweite 
Umdrehungsfläche in einem Kreise, dessen Ebene senkrecht 
zur verticalen Projections ebene steht und dessen verticale Pro- 
jection die durch den Punkt E" zu der Geraden h" gezogene 
Senkrechte E"F" ist. 

Wenn der Punkt H", in welchem sieh die beiden Geraden 
C"D" und E" F" schneiden, näher an den beiden Axen liegt 
als die beiden Punkte C" und E", so schneiden sieh offenbar 
die eben eonstruü'ten Kreise in zwei Punkten H und /, deren 
gemeinflame verticale Pi'ojection der Punkt //" ist. Die durch 
alle Punkte, welche auf dieselbe Weise [86] wie der Punkt H" 
gefunden- sind, gelegte Curve l" ist dann die verticale Projec- 
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tion des Schnittes / der beiden UmdreliitDgsfläclien. Projieirt 
man den Punkt ff" auf die Peripherie des Kreises 0'//'I''J", 




Fig. 49. 

so erhält mau dort die Punite //' und J' als die horizontalen 
Projeetionen der Schnittpunkte li und J der Kreise, in denen 
die Hülfskngel die beiden Umdrehuug aflachen schneidet. Con- 
ätrnirt man in gleicher Weise die horizontaleii Projectionen 
der von den anderen Kugeln bestimmten Punkte des Schnittes /, 
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80 ist die änich sie huidureh gehende Curve /' die horizoatale 
Projection des Schnittes beider Umdrehungsfläehen. 

Diese Beispiele mögen genügen, nra daa Verfahren, deaaen 
man sich zur Construction der Schnitte von Flächen bedient, 
zn veranachauljchen. Und sie genügen in der That anch, be- 
sonders wenn sich die Schüler der grössten Genauigkeit bei 
der Ansföhrnng der Construction befleissigen, möglichst grosse 
Abmessungen für die Zeichnungen benutzen und die Cnrven, 
sofern es möglich ist, stets in ganzer Ausdehnung zeichnen. 



EohcrvaVs Methode, um au eine Curve, welche 
durch c^s Gesetz der Bewegung eines erzeugenden 
Pnnktes gegeben ist, eine Tangente zu ziehen, An- 
wendung dieser Methode auf die Ellipse und auf 
die Schnittcurve zweier KotationseUipsoide mit 
einem gemeinsamen Brennpunkte. 

84. Riaher haben wir jede Cni've doppelter Kilimmung als 
Schnittcurve zweier krummen Flächen betrachtet, und in der 
That bieten sie sich in der darstellenden Geometrie meistens 
unter diesem Gesichtspunkte dar. Wir haben in diesem Falle 
geaehen, dass es immer möglich iat, Tangenten an diese Curven 
zu ziehen. Aber gerade so wie eine krumme Fläche durch 
die Gestalt und Bewegung ihrer Erzeugenden bestimmt werden 
kann, lässt sich auch eine Curve durch das Gesetz der Be- 
wegung eines erzeugenden Punktes deliuireu. Will man dann 
aber eine Tangente an die Cuvve ziehen, so kann man nur die 
Methode von Boberval benutzen, wenn man nickt die Analyais 
zu Hülfe nehmen will.'^) Diese Methode hatte Roh&val gefun- 
den, bevor Descartes die Algebra auf die Geometrie anwandte ; 
sie ist implicite in den Betrachtungen der Differentialrechnung 
enthalten und wird aus diesem Grund nicht in der elementaren 
Mathematik erwähnt. Wir begnügen uns hier damit, aie in 
gedrängter Weise auseinanderzusetzen. Diejenigen Leser, wel- 
che zahlreiche Anwendungen der Methode kennen zu lernen 
wünschen, mögen die tMömob'es de l'Académie des 8ciences< 
bis zum Jahre 1699 nachsehen, in welchen die Schriften von 
Roberml zu finden aind. 

85. Wenn sich ein Punkt nach dem für ilm gültigen 
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Bewegungsgesetze beständig nach demselben feateu Punkte im 
Räume hin bewegt, so ist seine Bahn eine gerade Linie. Wird 
der Punkt aber in jedem Augenblicke [87] seiner Bewegung 
gleichzeitig gegen zwei feste Punkte getrieben, so ist seine Baku, 
welche in einigen besonderen Fällen eine gerade Linie sein 
kanu, im Allgemeinen eine krumme Linie. Man findet die 
Taugente an die Bahncurve, indem man durch den betrachteten 
Punkt der Bahn zwei gerade Linien nach den beiden festen 
Punkten zieht, auf diesen in richtigem Sinne Strecken, welche 
den Geschwindigkeiten in diesen beiden Eichtuugen proportio- 
nal sind, von dem Bahnpunkt ans abträgt und dann die Figur 
zu einem Parallelogramm vervollständigt; zieht man dann die 
von dem Bahnpunkte ausgehende Diagonale dieses Parallelo- 
gramms, so ist dieselbe, da sie die Bewegungsrichtung des er- 
zeugenden Punktes iu dem betrachteten Punkte seiner Bahn 
angiebt, die gesuchte Tangente an die Bahncurve. 

86. Wir wollen nur ein einziges Beispiel für diese Construc- 
tion geben. 

(Fig. 50) Ein Faden ÄMB ist mit seinen Enden in zwei 
festen Punkten A und B befestigt. Spannt man den Faden mit 
einem Stifte M und lässt 

den Stift sich so bewe- c / 

gen, dass der Faden „-""^ ~"~-^ / 

stets gespannt ist, so y^ \ 1 

beschreibt der Stift eine / \ V 

Curve DMC, welche / \^ 

bekanntlich eine Ellipse I - b ^ _— - — "J-^ 

ist, deren Brennpunkte \ -, /i '\ 

die beiden festen Punkte N, ^-^•J ■---'•v 

A und B sind. Auf ^ ■"""^ %"' 

Orund der Erzeugungs- / 

weise dieser Curve ist / 

es leicht mit Hülfe der l'ig. oO. 

Jïoôenîarschen Methode 

eine Tangente an dieselbe zu ziehen. Da die Länge des 
Fadens ungeändert bleibt, so wird in jedem Augenblick 
der Bewegung der Eadinsvector AM um dieselbe Strecke 
verlängert, um welche der andere Kadiusvcctor BM verküi-zt 
wird. Die Geschwindigkeit des die Curve beschreibenden 
Punktes in der Kiehtung AM ist gleich seiner Gesehwind^keit 
in der Richtung MB. Trägt man daher auf der Geraden MB 
und auf der Verlängerung von AM von M aus gleiche Strecken 
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MQ=MP a,h und vervollständigt das Parallelogramm iliTJïQ, 
so giebt die Diagonale MR derselben die Bewegungsrichtung des 
erzeugenden Punktes in dem Punkte M an und ist folglieh die 
Tangente an die Ellipse. Hieraus folgt unmittelbar, dass bei 
der Ellipse die Tangente den Winkel BMP zwischen dem einen 
Eadiusvectoi- nnd der Verlängerung des andern halbirtj dass 
also auch die Winkel AMS nud BMR einander gleich sind 
und folglieh die Curve die Eigenaehaft besitzt, die von dem 
einen Brennputkte ausgehenden Liehtstrahlen nach dem andern 
zu refleetiien. 

Die Methode von Boberval läsat sich leicht auf den Fall 
von drei Dimensionen ausdehnen und zur Construction von 
Tangenten an doppelt geki'ümmte Curven verwenden. Bewegt 
sich nämlich ein Funkt so im Räume, dass er in jedem Augen- 
blicke nach drei festen Punkten hin getrieben wird, so ist seine 
Bahncurve, welche in einigen besonderen Fällen eine ebene 
Curve und sogar [88] eine gerade Linie sein kann, im All- 
gemeinen eine Curve doppelter Krümmung. Um die Tangente 
in einem beliebigen Punkte der Bahn zu erhalten, zieht mau 
durch diesen Punkt drei Gerade nach den drei festen Raum- 
punkten, ti^ägt auf ihnen in richtigem Sinne Strecken auf, 
welche den Geschwindigkeiten des Punktes in diesen drei Eich- 
tungen proportional sind, und vervollständigt die Figur zu einem 
Parallelepipedon, dessen durch den Bahnpunkt gehende Diago- 
nale die Tangente an die Bahn in diesem Punkte ist. 

87. Wir wollen diese Methode auf einen Fall anwenden, 
welcher dem vorherbehandelten Falle der Ellipse ähnlich ist. 
Die nebenstehende Figur (Fig. 51], welche wir dabei benutaen, 
ist in schiefer Parallelprojection gezeichnet. 

Drei feste Punkte A, £, C sind im Räume gegeben. Ein 
erster Faden AMB ist mit seinen beiden Enden in den Punkten 
^ und S und ein anderer Faden jUV/C, dessen Länge von der 
des ersten ganz unabhängig ist, mit seinen beiden Enden in 
den Punkten Ä und C befestigt. Wenn sieh nun ein Stift M 
gleichzeitig längs heider Fäden bewegt, sodass dieselben stets 
gespannt sind, so beschreibt er eine Curve doppelter Krüm- 
mung.!^) Um an diese Curve in dem Punkte M eine Tangente 
zu constrniren, muss man beachten, dass die Strecke, um welche 
der Radiusvector AM in jedem Augenblicke wächst^ gleich der 
Strecke ist, um welche der Radiusvector MB kürzer wird, da 
die Länge des ganzen Fadens A MB unveränderlich ist; folglieh 
ist die Geschwindigkeit des Punktes M in der Richtung AM 
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gleich seiner Geschwindigkeit iE der Kichtung MB. Da ferner 
anch die Länge des Fadens AMC constant ist, so ist die Ge- 




Fig. Sl. 

schwindigkeit in der Richtung MO auch gleich seiner Geschwin- 
digkeit in der Kichtung AM. Wenn man daher auf der Verlän- 
gerung des Kadiusvector AM und auf den beiden Eadüvectoren 
MB, MC von M aus die gleichen Strecken MF, MQ, MB ab- 
trägt und die Figur zu dem Parallelepipedon MPUSVQRT 
vervollständigt, ao ist die Diagonale 3IS dieses Parallelepipe- 
dons die gesuchte Tangente. 

Da sich die Methode von Robe 12J aut das Prmcip der Zu 
sammensetzung von Bewegungen stufat ^0 kinn mm wie leicht 
ersichtlich ist, in weniger einfachen F lien als wie sie unsere 
Beispiele boten, die bekannten Methoden zur Bestimmung der 
Besultante von Kräften, welche an einen Punkte ■ 
und ihrer Grösse und Richtung mch gegeben -ind 
nehmen. 
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[89] Tiflrtor Thcil. 

Anwendniig der für die Constraction der Scliiiitte 

kmmmer MäcIiCB gegebenen Methode zur Lösnng 

verschiedener Anfgaben. 

88. Wir haben in dem Art. 52 [S. 81—84] die Methode 
gegeben, nach welcher sich die Projectionen des Schnittes zweier 
der Gestalt und Lage nach beatimmten knimmen Flächen con- 
sti'uiren lassen, und zwar, ohne ans um die Natnr der Auf- 
gaben zu kümmern, welche solche Construction en nöthig machen 
können. Die Darlegung dieser Methode flir sich würde für die 
grösste Anzahl der Künste sehen ausreichend sein. Denn wenn 
man z. B. die Künste des Stein schnitte s und des Zimmerns in 
Betracht zieht, so bilden die kmmmen Flächen, welche sich 
hier der Betrachtung natnrgemäss darbieten und deren Schnitte 
man oft construiren musa, gewöhnlich den Hauptgegenstand, 
mit dem man sich zu beschäftigen hat. Die darstellende Geo- 
metrie muss einst einen der Hauptzweige der nationalen Er- 
ziehung bilden, weil die von ihi' gegebenen Methoden die 
Künstler ebenso nOthig brauchen, wie Lesen, Schreiben und 
Rechnen; wir halten es deshalb für nützlich, an einigen Bei- 
apielen zu zeigen, wie die Analysis durch die darstellende Geo- 
metrie in der Lösung einer grossen Anzahl von Aufgaben, 
welche auf den ersten Bhck nicht derartige zu sein scheinen, 
dass sie auf diese Wciae behandelt werden könnten, ersetzt 
werden kann. Wir beginnen zunächst mit einigen Beispielen, 
welche nur die Construction ebener Schnitte erfordcm, und 
gehen dann zu aolchen über, bei welchen Schnitte knunmer 
Flächen benutzt werden müssen. 

89. In der gewühnlichen elementaren Geometrie ist die erste 
Aufgabe, welche in hervorragenderer Weise die Schüler interessirt, 
die Construction des Mittelpunktes des Kreises, welcher durch 
drei willkürlieh in der Ebene angenommene Punkte hindurch- 
geht. Die Bestimmnng dieses Mittelpunktes als Schnittpunkt 
zweier geraden Linien, deren jede durch den gesuchten Funkt 
gehen muss, überrascht die Schüler sowohl durch ihre Allge- 
meinheit, als auch dadurch, dass sie die wirkliche Ausführung 
der Construction leicht gestattet. Wenn man — was möglich 
ist — die ganze Geometrie nach diesen beiden Gesichtspunkten 
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hin behandelte, so würde sie einer gi'öaseren Anzahl von Men- 
schen zusagen und von einem grösseren Kreise gepflegt nnd 
ausgeübt werden; [90] die Dni-chsebnittsbildung dea Volkes 
würde dadurch auf çîec höhere Stufe gebracht und der Fort- 
sehritt in der Wissenschaft selbst beschleunigt werden. — 

In dem Eaume giebt es eine der soeben genannten analoge 
Aufgabe, an deren Lösung wir jetzt herantreten wollen. 

90. Erste Aufgabe. (Fig. 52) Man soll den Mittel- 
punkt und den Kadius der Kugel finden, welche 
durch vier willkürlich im Räume gegebene Punkte 
geht. 

Lösung. Die vier Punkte seien durch ihre horizontalen 
und verticalen Projectionen gegeben. Dann denkt man sich 
von einem der vier Punkte nach den drei anderen gerade 
Linien gezogen, deren horizontale und verticale Projectionen 
man leicht zeichnen kann. Betrachtet man zunächst die erste 
der drei geraden Linien, so muss der gesuchte Mittelpunkt 
offenbar in gleicher Entfernung von ihren beiden Endpunkten 
und daher in einer Ebene liegen, welche senkrecht zu der 
Geraden durch ihren Halbirungspunkt geht. Wenn man also 
die beiden Projectionen der betrachteten Geraden halbirt, wo- 
durch man die Projecüoneu ihres Halbirungspunktes findet, und 
die Spuren der Ebene, welche durch diesen Punkt seuki-echt 
zu der Geraden geht, nach Ali. 17 [S. 27 — 28] conati'uirt, 
so liegt der gesuchte Mittelpunkt in dieser Ebene. Betrachtet 
man dann die beiden anderen Geraden und führt man für jede 
von ihnen die gleiche Construction aus, so erhält man schliess- 
lich die Spuren von drei verschiedeneu Ebenen, in deren jeder 
der gesuchte Mittelpunkt liegen muss. Da dieser nun sowohl 
in der ersten, als in der zweiten Ebene liegt, so muss er auf 
der Sehnittgeraden beider liegen ; man constmii-t also die Pro- 
jectionen dieser Sehnittgeraden und erhält dadurch in jeder 
Projections eh eue crae Gerade, auf welcher die gleiehnam^e 
Projection des Kugelmittelpunktes liegt. Aus dem gleichen 
Grunde bestimmen die Projectionen der Sehnittgeraden der 
ersten und diitten Ebene in beiden Projections ebenen zwei 
Geraden , welche durch die gleichnamigen Projectionen des 
Kugelmittelpunktes gehen. Die beiden Geraden in jeder Pro- 
jeotionaehene bestimmen in ihrem Schnittpunkte die gleich- 
namige Projection des gesuchten Kugelmittelpunktes. 

Benutzt man noch die Sohnittgerade der zweiten und dritten 
Ebene, so hat man eine dritte Gerade, welche durch den 
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Eugelinittelpiiiikt geht und auf deren Projectionen die Projec- 
tionen deaaclben ebenfalls liegen; dies bietet ein Hülfsmittel 
dar, um die Richtigkeit der Zeichnung zu prüfen. 

Zieht man durch die gleichnamigen Projeclionen eines der 
gegebenen Punkte [91] und des Kugelmittelpnnktes gerade 
Linien, so sind sie die Projectionen des Kngelradins. Aus 
seiner horizontalen nnd verticalen Projection kann man aber 
leicht seine wahre Länge eonsti-uiren. 

91. Kann man die Lage der Projections ebenen frei wählen, 
so lässt sich die eben ans eb andergesetzte Construction bedeu- 
tend vereinfachen. Nimmt man nämlich an, dass die erste 
Projectionsebene durch drei der gegebenen Punkte A, B, G geht, 
so fallen dieselben mit ihren ersten Projeetionen zusammen; 

; yf 
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die horizontale Projection des vierten Punktes Z) sei der Punkt 
D' . Nachdem dann die Geraden AB, AO, AD' gezogen sind, 
wählt man die zweite Projectionsebene nnd folglich auch die 
Projectionsaxe x parallel zu der Geraden AD'. Die verticalen 
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Projectioaen der drei ersten Punkte sind dann die Piisspiinkte 
ä", B", C" der vott den drei Punkten Ä, B, G auf die Axe x 
gefällten Lothe; die verticale Projection des vierten Punktes D 
aei gegeben durch den Pnnkt D", welcher auf der dnrch den 
Punkt D senkrecht zur Axe x gezogenen Geraden liegen 
mnss. Da die Gerade AB in der horizontalen Projeetions- 
ebene liegt, so ist jede zu ihr senki-echte Ebene vertical 
gestellt und ihre horizontale Projection ist daher eine zu AB 
senkrechte Gerade. Dasselbe gilt für die Gerade AG. Zieht 
man" also durch den Mittelpunkt E von AB eine zu ihr senk- 
rechte Gerade e, so ist sie die hoiTzontale Projection einer 
durch den K.ugelmittelpunkt gehenden verticalen Kbene, nnd 
folglich liegt die horizontale Projection des Kngelmittelpunttes 
auf ihr. Ebenso ist die durch den Mittelpunkt F von AG zu 
ihi senkrecht gezogene Gerade f die horizontale Projection 
einer durch den Kugelmittelpnnkt gehenden verticalen Ebene, 
und es muBs daher die horizontale Projection desselben auch 
auf der Geraden / liegen. Folglich ist der Schnittpunkt M' 
der beiden Geraden e nnd / die horizontale Projection des ge- 
sachten Kugel mittelpunktes, dessen verticale Pi-ojection auf der 
durch den Punkt M' senkreckt zur Axe x gezogenen Geraden 
liegen musa. 

Da nun die von dem Punkte A nach dem vierten Punkte D 
gezogene Gerade parallel zu ihrer zweiten Projection ist, so 
steht jede zu AD senkrechte Ebene auch auf der zweiten 
Projection s ebene senkrecht, nnd ihi'e zweite Pi'ojection ist mitr- 
hin eine zu A"D" senkrechte Gerade. Man zieht also dnrch 
den Mittelpunkt G" von A" D" eine Senkrechte g zu ihr, welche 
die verticale Pr-ojecfion dieser dritten Hlilfsebene durch den 
Kugelmittelpnnkt ist, und [92] deren Schnittpunkt Üf" mit der 
verticalen Geraden Jf' Jf^. folglich die veiücale Projection des 
gesuchten Kugel mittelpunktes bestimmt. 

Zieht man schliesslich die Geraden AM, A" M", so sind 
sie die beiden Projectionen des Kngelradius AM; trägt man 
daher die Strecke AM' auf der Axe x von M^ bis A^ ab, so 
giebt die Strecke A^M" die wahre Länge des Kngob'adins. 

92. Zweite Aufgabe. (Fig. 53) Ea soll eine Kugel 
in eine gegebene dreiseitige Pyramide einbesckrie- 
ben, d. h. die Lage ihres Mittelpunktes und die Länge 
ihres Radius eonstruirt werden. 

Lösung. Da die Kugel die vier Seitenflächen der Pyra- 
mide berühren muss, so halbirt offenbar jede der sechs Ebenen, 
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welche man durch den Kugelmittelpnnkt und durch je eine 
Kante der Pyramide legen kann, den an der betreffenden Kante 
liegenden Fläch cnwinkel. Wählt mau also von den aeeha Kanten 
drei, welche nicht alle durch dieselbe Ecke gehen, und legt 
man durch jede derselben eine Ebene, welche den an dieser 
Kante liegenden Flächenwinkel halbii-t, ao hat man drei Ebenen, 
in deren jeder der gesuchte Mittelpunkt liegt und deren gemein- 
samer Schnitlpnukt er daher seia muss. 

93. Um die Construction zu vereinfachen, nehmen wir an, 
dass die horizontale Projectionsebeno mit einer Seitenfläche der 
Pyramide zusammenfällt. 

Es seien A^ ß, C, D' die horizontalen Projectionen und 
A", B", C", D" die vei-ücalen Projectionen der vier Pyra- 
mideneeken. Durch die Spitze D derselben legt man drei 
Ebenen senkrecht zu den Kant«n der Grundfläche ABO; da 
diese Ebenen vertical stehen, ao sind ihre horizontalen Projec- 
tionen die Geraden iJ ' E, D' F, D' G, welche durch den Punkt 
D' senkrecht zu den drei Kanten AB, BC, CA gezogen sind. 
Jede dieser verticalen Hülfsebenen schneidet die Gnindfläche 
der Pyramide und die der betreffenden Kante anliegende Seiten- 
fläche in zwei geraden Linien, welche miteinander einen Winkel 
gleich dem Plächenwinkel z^vischen dieser Seitenfläche und der 
Grundfläche einschliesaen. Trägt man also auf der Ase x die 
Strecken D' E, D' F, T)' Q von dem Schnittpunkte D^ der ver- 
ticalen Geraden D' D" bis zu den Punkten Eg, F^,, Gg ab 
[93] und zieht die Geraden D"E^, D"Fg, D" G^, ao sehliessen 
diese letzteren mit der Äse cc Winkel eiu, welche gleich den 
Neigungswinkeln der drei Seitenflächen gegen die Gnindfläche 
sind. Halbirt mau diese Winkel durch die Geraden e, f, g, 
so sind die von ihnen mit der Axe x eingeschlossenen Winkel 
gleich den Neigungswinkeln der Seitenflächen einer zweiten 
Pyramide, welche liber derselben Grundfläche ABC constniirt 
ist und deren Spitze in dem gesuchten Kugelmittelpunkte J/liegt. 

Um nun die Spilae dieser zweiten Pyramide zu finden, 
schneidet man dieselbe durch eine in beliebiger Höhe ge- 
legte horizontale Ebene, deren verticale Projection die willkür- 
lich gezogene horizontale Gerade N"0" ist. Diese Gerade 
achneidet die Geraden e, f, g in den Punkten Hg, J„, K^, von 
denen man die Lothe IIoHg, J„Jo', K^K^' auf die Ase x fällt. 
Ti-ägt man dann die drei Abstände EgH^, F^J^, G^Eg bez. 
auf den drei von dem Punkte D' auf die Kanten der Grund- 
fläche gefällten Lothen von E bis E', von F bis J' und von 
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G bia A" ab, so t h Ut man i H J A" die Lomontalen 




Projectîonen von drei Punkten, welche auf den Schnittgera den 
der hoi-izontalen Httlfsebene mit den drei Seitenflächen der 
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zweiten ryi'amide liegen ; die duroli dieae Punkte zu den ent- 
sprechenden Kanten der Grundfläche ABC gezogenen Paral- 
lelen N'O', O'P', P' N' sind dann die ersten Frojecfionen 
dieser Sohnittgeraden selbst. Die Parallelen N'O', 0' P\ P' N' 
schneiden sich zu je zweien in den Pnnkten 0', I'', N', 
welche die Projeetionen von Pnnkten der drei nicht in der 
Grundfläche liegenden Kanten der zweiten Pyramide sind; 
wenn man dann noch die Geraden N'A, 0' B, P' zieht, so 
sind sie die Projecfionen dieser Kanten selbst. Der Punkt M', 
in welchem sich die Geraden N'A, O'B, P'G sehneiden, ist 
die horizontale Projection der Spitze II der zweiten Pyramide 
und mithin auch diejenige des gesuchten Kugelmittelpunktes. 

Um die verticale Projection jlf" desselljen Punktes zn er- 
halten, zieht man zuerst durch M' eine Senkrechte zur Ase x, 
M' M^, auf welcher der Punkt M" liegen musa. Dann projicirt 
man die drei Punkte N', 0', P' in die Punkte N", 0", P" 
der horizontalen Hülfsgeraden und zieht die Geraden N" A", 
0"B", P" C", welche die verticalen Projeetionen der drei Kanten 
der zweiten Pyramide sind. Der Punkt M", in welchem sich 
aUe drei schneiden müssen und welcher gleichzeitig auf der 
Verlängerung der Verticalen M' M^ liegen muss, ist die verti- 
cale Projection des gesuchten Kugelmittelpunktes. 

Die verticale Strecke Mj.M" schliesslich ist gleich demEadius 
der eingesehrieb enen Kugel, [94] und die Punkte M', M^ sind 
die beiden Projeetionen des Berührungspunktes der Kugel und 
der Pyramidengrundfläche ABC. 

94, Wir haben in dem Aiükel 3 gezeigt, wie man die Lage 
eines Punktes bealimmcn kann, dessen Abstände von drei der 
Lage nach bekannten Punkten gegeben sind. Wir wollen jetzt 
im Anschlüsse an jene früheren Auseinandersetzungen die Oon- 
stniction dieses Punktes geben. 

Dritte Aufgabe. (Fig. 54) Man soll die Projeetionen 
eines Punktes, dessen Entfernungen von drei im 
Eaume beliebig gegebenen Punkten bekannt sind, 
construiren. 

Lösung. Die Projectionsebenen mögen, wie wir voraus- 
setzen, 30 gewählt sein, dass die erste Projections ebene durch 
die drei gegebenen Punkte hindurchgeht und die zweite Pro- 
jectionaehene senkrecht auf der Verbin dungs geraden zweier 
dieser Punkte steht. 

Es seien A, B, ö die drei gegebenen Punkte und a, b, e 
die bezllglichen Entfernungen des gesuchten Punktes von ihnen. 
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Man veibmdet zwei der gegebenen Punkte, z. B. A und B 
durch eme Öeradt. und zieht durch einen beliebigen ihrer Punkte 



Fiff 4 

senkittht zu ihi die Ase i ivtlche die Lage der verticalen 
Projeetionsebene bestimmt Dann beschreibt man um die Pnnkte 
A, B, C als Mittelpunkte liez mit den Strecken o, b, c als 
Eadien Kieise, welche aioh zu je zweien in den Punkten D, 
E F, G H, /'s.hneiden Zieht man die Geraden DE, FG, 
IIJ, so sind Sie die honzontalen Projectionen der drei Kreise, 
in welchen sn^h je zwei Kngcln schneiden; der einzige Punkt 
P , m welchem '«th die drei Geraden sehneiden, ist dann offen- 
hai die horizontale Projection des gesuchten Punktes. 

Um die verticale Piojection dieses Punktes zu erhalten, 
zieht man zunächst senkrecht zni Aze x die Gerade P' P^, auf 
welcher die gesuchte Piojection liegen muss. Ferner muss 
m^n beachten, dasa der Kieis, dessen horizontale Projection 
die Geride DE ist, der zweiten Projeetionsebene parallel ist, 
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und dass also aeine veilicale Projection ein Kreis mit gleichem 
Radius sein muss. Piojicirt sieh die Gerade AB in den Punkt 
K" auf der Axe x, ao braucht man daher nur mit der Strecke 
KD, welche gleich dem halben Dui'ehmesser 1)E ist, als Eadiua 
einen Kreis um K" als Mittelpunkt zu beschreiben, um die 
verticale Projection des beti-achteten Kreises zu erhalten. Dieser 
Kreia schneidet die Gerade F' Fj^, bez. deren Verlängerung in 
den Punkten P", Q", von denen jeder die verticale Pi'ojection 
eines der gestellten Aufgabe genügenden Pnnktea P, bez. Q ist. 

Ea müssen weitere Bedingungen der gestellten Aufgabe 
hinzugefügt werden, [95] um zu entscheiden, ob beide Punkte 
F und Q brauchbar sind, bez, welcher von beiden Punkten, 
wenn nur einer derselben nach dem Wortlaute der Aufgabe 
brauchbar sein kann, genommen werden darf. 

Der Leser mag die Aufgabe lösen, die Projeetionen 
eines Punktes zn construiren, dessen Entfernungen 
von drei im Kaume beliebig gegebenen Geraden be- 
kannt sind. 

95. Vierte Aufgabe. [Fig. 55) Ein Ingenieur bereiat 
ein Gebirgsland, sei es um nur seine Bodengestalt 
zu stndiren, aei ea uro den Plan für Unternehmungen, 
welche von der Bodengestalt abhängig sind, zn ent- 
werfen. Er ist mit einer topographiaehen Karte ver- 
sehen, in welcher nicht nur die horizontalen Projee- 
tionen der verschiedenen Punkte des Terrains genau 
verzeichnet sind, aondern welche auch noch die Er- 
hebungen aller dieser Punkte über jene horizontale 
Projectionaebene (Niveaufläche) durch eine neben 
jeden Punkt geschriebene Zahl, die sogenannte Kote 
dieses Punktea, angiebt. Sun gelangt der Ingenieur 
an einen bemerkenswerthen Punkt, welcher ■ — ent- 
weder weil er vergessen w 
Vollendung der Karte be 
ist — nicht in der Karte 
Der Ingenieur fuhrt nur i 
sehenes Graphometer bei sich. 

Man verlangt von dem Ingenieur, dasa er, ohne 
seinen Standort zu verlaasen, die Lage desselben auf 
der Karte einträgt und seine Kote, d. h, seine Erhe- 
bung über die Niveauflächc bestimmt.") 

Lösungsverfahren, Der Ingenieur wählt sich unter den 
auf der Karte genau verzeichneten Terrainpunkten di-ei aus, 
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welche seinem Standorte am nächsten liegen und vpn denen 
wenigstens zwei nicht dieselbe Höhe wie dieser bähen. Dann 
misBt er die Winkel, welche die Richtung des Lothes mit den 
nach diesen drei Punkten gerichteten Visirlinien einaehliesat 
nnd kann nach Ausführung dieser Messung bereits die ihm 
gestellte Aufgabe lösen. 

Die drei beobachteten Punkte, deren horizontale Projec- 
tionen die Karte nnmittelbar giebt, während man ihre verti- 
calen Projectionen mit Hülfe der Koten construiren kann, 
mögen mit A, B, G bezeichnet werden. Da der Winkel, 
welchen die Visirlinie nach dem Pnnkte Ä mit der Lothrichtung 
des Standortes bildet, bekannt ist, so kennt man auch den Win- 
kel, welchen dieselbe Visirlinie mit der nach oben verlängerten 
Lothrichtnng in dem Punkte Ä einschÜesst; denn wenn man 
die Krümmung der Erde vernachlässigt, was in dem vorliegen- 
den Falle statthaft ist, [96] so sind diese beiden Winkel als 
Wechselwinkel an Parallelen einander gleich. Denkt man sieh 
nun einen geraden Kreiakegel mit vertical gerichteter Ase con- 
Btruirt, dessen Spitze in dem Punkte A liegt und dessen gerad- 
linige Erzeugenden mit der Ase einen dem gemessenen gleichen 
Winkel einsctliessen — hierdurch ist die Fläche vollständig 
bestimmt — , so geht der Kegelmantel durch die nach dem 
Pnnkte A gerichtete Visirlinie nnd folglich auch durch den 
Standort des Beobachters. Mithin ist eine erste krumme Fläche 
gefunden, auf welcher der gesuchte Punkt liegt. Stellt man 
dieselbe Ueberlegnng für die beiden anderen Pnnkte B und C 
an, so erhält man noch zwei andere gerade Kreiskegel, deren 
Spitzen in diesen Punkten liegen, deren Äsen vertical stehen 
und deren Seitenlinien mit den Äsen Winkel einschlieasen, 
welche bez. gleich den beiden anderen gemessenen Winkeln 
sind. Der gesnohte Punkt ist nun ebenfalls auf jeder dieser 
beiden Kegelfläcben und folglieh, da er gleichzeitig auf allen 
drei Kegeln liegen muss, anf ihrem gemeinsamen Schnitte ge- 
legen. Es handelt sich mithin nur noch darum, die beiden 
Projectionen der Schnitte je zweier dieser Kegelfläohen zu 
consti'uiren ; die Schnittpunkte der gleichnamigen Projectionen 
bestimmen dann die horizontale nnd verticale Projection des 
gesuchten Punktes, folglich auch seine Lage anf der Karte 
und seine Höhe über oder unter den beobachteten Punkten, 
aus welcher letzteren sich seine Kote ergiebt. 

Diese Lösung wird im Allgemeinen acht Punkte liefem, 
welche der.Aufgabe genügen. Ea ist aber für den Beobachter 
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leicht, denjenigen Punkt, welcher seinem Standorte entspricht, 
herauaaufinden. Zunächst kann er sieh immer vergewissern, 
ob sein Standort über oder unter der Ebene, welche durch 
die drei beobachteten Pnnkte A, B, G hindurchgeht, liegt. 
Angenommen der Standort liege über dieser Ebene, so kann 
er von den Schnittcurven der Kegel die Zweige, welche unter 
dieser Ebene liegen, unberücksichtigt lassen. Dadurch redueirt 
sieh die Anzahl der möglichen Punkte auf vier. Das Gleiche 
ist der Fall, wenn der Standort unterhalb der Ebene AB G 
liegt. Unter den übrigen vier Punkten — wenn sie überhaupt 
aämmtlich vorhanden sind — kann der Beobachter dann aber 
leicht denjenigen herausfinden, dessen Lage in Bezug auf die 
drei Kegelspitzen dieselbe ist, wie die Lage seines Standortes 
in Bezug auf die entsprechenden drei Terrai npnnkte. 

96, Construction. (Fig. 55) Es seien A, B\ C" die der 
Karte entnommenen horizontalen Projeetionen der drei [97] be- 
obachteten Punkte und A", B", C" ihre verticalen Projectionen, 
welche man dadurch erh^t, dass man auf den verticalen Ge- 
raden B' B^, C Gj. von der durch den Punkte" gehenden 
horizontalen Geraden x aus die Koten von B, C vermindert 
um die Kote von Ä bis B", C" abträgt; «, ß, y seien die 
Winkel, welche die Visirlinien von dem Standorte nach den 
drei beobachteten Punkten ^1, B, G mit der verticalen Rich- 
tung eins chli essen. 

Verlängert man die drei Geraden AA!', B'B", CG" nach 
oben, so stflUen sie die zweiten Projectionen der Axen der drei 
Kegel dar. Durch die drei Punkte A", B'\ 0" zieht man dann 
die Geraden r, s, (, welche mit den Verticalen in den drei 
Punkten bez. die Winkel er, /5, / einsehliesaen; die Geraden 
r, .1, t sind die verticalen Projectionen je einer der beiden 
änsaersten Seiteulinien der drei geraden Kreiskegel. 

Dann zieht man in der verticalen Frojeetionsebene beliebig 
viele horizontale Gerade p, betrachtet sie als die Projectionen 
von gleich vielen horizontalen Ebenen TT und führt für jede 
von ihnen die Construction durch, welche wir jetzt für die mit 
p bezeichnete dieser Geraden beschreiben wollen. 

Die Gerade p achneidet die Projectionen der Axen der drei 
Kegel in den Punkten D", H", M", welche die verticalen Pro- 
jectionen der Mittelpunkte der Kreise sind, in denen die zu- 
gehörige horizontale Ebene FT die drei Kegelmäntel achneidet, 
und die äussersten Seitenlinien r, s, t in den Punkten E", 
X', N", sodass die Strecken D"E", E"J", M"N" die Ra^en 
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(Meser Kreise sind. Um die Punkte Ä, B\ C als Mittel- 
punkte beschreibt man bez. mit diesen Radien Kueise, welche 

\ I y ■ 




die horizontalen Vrojectiouen der von der Ebene TT ans don 
drei Kegeln ■ auagcaehnittenen Kreise sind. Die eben conatni- 
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irten Kreise sehneiden sich zn je zweien in den Punkten F' , 
G'; K', L'\ 0', P', welche die horizontalen Projectionen von 
ebenso vielen Schnittpunkten der Sehnitte je zweier der drei 
Regel ergeben. Projicirt man diese Pnnkte in die Punkte F", 
G"\ K", h"\ 0", F" auf der Geraden p, so erhält mau die 
vei'ticalen Projectionen derselben Sehuittpunkte. 

Verfahrt man in gleicher Weise für die anderen Geraden ]}, 
so findet nkan für jede derselben andere Punkte F', ff'; K', 
L'\ 0', P' und F", ff"; E", h"\ 0", P" in der horizontalen 
wnd verticalen Projections ebene. Darauf zieht man durch alle 
Punkte F' , ff' eine Curve l\ welche die horizontale Projection 
[98] des Schnittes l des ersten und zweiten Kegels ist, ferner 
dnreh alle Funkte Ä", L' eine zweit« Cui-ve w,' , welche die 
horizontale Projection des Schnittes in des zweiten und di-itten 
Kegels ist, und endlich durch alle Pnnkte O', P' eine dritte 
Curve n\ welche die horizontale Projection des Schnittes n des 
dritten und ersten Kegels sind. Die Pnnkte 0', iu denen sich 
alle drei Curven schneiden, sind die horizontalen Projectionen 
von Punkten Q, welche der gestellten Aufgabe genügen. 

Ebenso zieht man in der verticalen Projeetionsebene durch 
alle Punkte F" , G" eine Curve l", durch alle Punkte K\ L" 
eine zweite Curve m" und endlich durch alle Punkte 0", P" 
eine dritte Curve n", welche Curven die verticalen Projectionen 
der drei Schnitteurven /, m, n sind. Die Pnnkte Q", in denen 
sich die verticalen Projectionen l", m", n" schneiden, bestimmen 
die verticalen Projectionen aller Punkte 0, welche den Forde- 
rungen der gestellten Aufgabe entsprechen. 

Nachdem der Beobachter unter allen Punkten Q denjenigen 
herausgefunden hat, welcher seinem Standorte entapricht, giebt 
ihm die zugehörige horizontale Projection Q' uumittelbar die 
Lage seines Standortes auf der Karte an. Die Höhe der zu- 
gehörigen verticalen Projection Q" fiber der Axe x bestimmt die 
Erhebung des Standortes Ober den beobachteten Punkt Ä und 
damit also die Kote des Standortes. 

97. Wir haben im Vorstehenden die Projectionen der drei 
Schnitte l, in, n constmirt, während zwei schon ausgereicht 
hätten. Es empfiehlt sich aber, immer iu dieser Weise zu ver- 
fahren, weil die Pi-ojecfionen von zwei Curven doppelter Krüm- 
mung sieh in Punkten schneiden können, welche nicht Punkten 
des Schnittes entsprechen; um die Projectionen von Punkten des 
Schnittes zu bekommen, muss man nur solche Zweige beider 
Curven betrachten, welche auf derselben Schale einer der 
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Flächen liegen. Dies erfordert aber ein mßhaamea Anfpassen, 
von welchem mau fast stets befreit ist, wenn man alle drei 
Schnittfiürven eonstruirt; die Pnnkte, in welchen sich alle drei 
Ciirven sehneideti, 8ind wirkliche Sehnittpnnkte der drei Flächen. 

98. Fünfte Aufgabe. (Fig. 56 n. 57) Die Sachlage ist 
dieselbe wie bei der vorigen Aufgabe bia auf den 
einzigen Umstand, daaa das Winkelmessinatrnment 
[99] nicht mit einem Lothe versehen ist, nnd daaa 
infolge dessen die Winkel der Visirlinien mit der 
Lothrichtnng nicht gemessen werden können. Trotz- 
dem aber soll der Ingenieur, ohne seinen Standort 
zu verlassen, die Lage deaselben auf der Karte nnd 
seine zugehörige Kote, d. h. seine Höhe Über der 
Niveaiifläche, anf welche alle Punkte der Karte 
bezogen sind, bestimmen. 

LÖsungsverfahren. Nachdem der Ingenieur drei auf der 
Karte genau verzeichnete benachbarte Terrainpunkte, welche 
mit seinem Standorte nicht in derselben Ebene liegen, aus- 
gewählt hat, miaat er die drei Winkel, welche die Visirlinien 
nach diesen drei Punkten miteinander bilden, nnd iat durch 
diese Messung aliein iu den Stand gesetzt, die Aufgabe zu 
lösen. 

Bezeichnet man die drei beobachteten Punkte wieder mit 
Ä,B, und denkt man sich die Geraden AB, BC, G A ge- 
zogen , ao kann der Ingenieur die horizontalen Projectioneu 
dieser drei Strecken unmittelbar aus der Kai-te entnehmen, 
während er aus den Koten der drei Punkte die Höhendiffe- 
renzen der Endpunkte dieser drei Strecken berechnen kann; 
folglich sind die wahren Längen der drei Strecken bekannt. 

(Fig. 5tij Dann eonstruirt man in einer beliebigen durch die 
Gerade AB gehenden EbeÄe ein rechtwinkliges Dreieck BAD, 
dessen eine Kathete AB ist, und in welchem der Winkel in B 
gleich dem Complément des Winkels X, unter welchem die Seite 
AB gesehen wurde, also der Winkel in D gleich dem Winkel i. 
selbst ist. Der durch die drei Punkte A, B, D gehende Kreia 
hat die Eigenschaft, dass der Winkel, welchen zwei von einem 
beliebigen Punkte È des Kreiabogeus AT)B nach den Punkten 
A und B gezogene Geraden ^Z) und BB miteinander bilden, 
ebenfalla gleich dem gemeaseuen Winkel X ist. Lässt man nun 
den Kreisbogen ABB sieh um die Gerade AB als Ase drehen, 
so erzengt er eine Umdrehungsfläche, deren säramtliohe Punkt« 
dieselbe Eigenschaft haben, wie die Punkte des Kreisbogens 
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ABB; d. h. wenn man von einem beliebigen Funkte dieser 

Umdrehnngsfiäehe nach den Punkten Ä und B zwei gerade 

Linien zieht, so sehliessen sie den Winltel }. miteinander ein. 

Offenbar sind aber 

die Punkte dieser 

Umdrelinngsfläclie 
auch die einzigen 
Punkte des Raumes, 
welche diese Eigen- 
schaft besitzen, und 
folglich musä diese 
Fläche durch den zu 
bestimmenden Stand- 
punkt hindurchgehen. 
Stellt man die gleiche 
Betrachtung für die 
beiden anderen Ge- 
raden BG und CA 
1 noch zwei ümdrehungsflächen , auf deren 
jeder der Standort ebenfalls liegen muas. Derselbe ist daher 
[100] gleichzeitig auf drei Umdrehungsflächen, welche ihrer 
Gestalt und Lage nach völlig bestimmt sind, gelegen. Wenn 
man also die horizontalen und verticalen Projeclionen der 
Schnitte je zweier der drei Umdi'ehiingsfiächen constrnirt, so 
sind die Punkte, in denen sich alle drei Projectionen schneiden, 
die Projectionen des Punktes, welcher den Forderungen der 
gestellten Aufgabe genügt. 

99. Wenn man diese Aufgabe analytisch behandelt, so fuhrt 
sie im Al^emeinen zu einer Gleichung vom 64. Grade. Denn 
jede der drei Umdrehnngsfläehen hat vier verschiedene Schalen '^); 
betrachtet man z. B. die erste Flache, so werden zwei Schalen 
von dem Bogen ADB, zwei andere von dem Bogen AÊB er- 
zeugt. Da jede Schale der eraten ümdrehungsfläche von jeder 
Schale der zweiten geschnitten werden kann, so ergeben sich 
daraus im Allgemeinen für die Schnittciii-ven sechzehn Zweige; 
jeder dieser sechzehn Zweige kann wieder von jeder der vier 
Schalen der dritten Umdrehungsiläche geschnitten werden, wo- 
durch sich vierundsechzig Schnittpunkte aller drei Umdrehungs- 
flächen ergeben können. Aber nicht alle diese Punkte genügen 
der Aufgabe. Denn zieht man von irgend einem Punkte K 
des Bebens AÊB die beiden Geraden nach den Endpunkten 
der Streck? AB, so ist der von ihnen eingeschlossene Winkel 
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AÉB nicht gleich dem gemessenen Winkel ^, sondern gleich 
seinem Supplementwinkel. Die von dem Bogen AÊB erzengten 
zwei Schalen der ersten Umdrehungafläche und die analogen 
Schalen der beiden anderen Umdrehungsflächen können daher 
zur Lösung der Aufgabe niicht benutzt werden, und alle die- 
jenigen der gefundenen vierundsechzig Schnittpunkte, welche 
auf einer dieser Schalen liegen, genügen folglieh der Aufgabe 
nicht. 

Bei der Lösung mit Hülfe der darstellenden Geometrie kann 
man also den Bogen AÊB nnd die entsprechenden Bogen der 
beiden andern Kreise von vornherein ausser Betracht lassen. 
Dann hat jede der Umdrehungaflächen nur zwei Schalen, und 
die Anzahl der allen drei Flächen gemeinsamen Schnittpunkte 
redncirt sieh anf acht. Von diesen acht Punkten liegen vier 
auf der einen Seite der Ebene, welche dnreh die drei Um- 
drehnngaaxen bestimmt ist, und vier auf der anderen Seite 
derselben. Da der Beobachter nun leicht feststellen kann, anf 
welcher Seite dieser Ebene sein Standort liegt, so braucht er 
die Schnittpunkte, welche auf der entgegengesetzten Seite der 
Ebene liegen, überhaupt nicht zu conatniiren, nnd folglieh re- 
ducirt sich die Zahl der Schnittpunkte, welche er gebrauchen 
kann, auf vier. Unter diesen vier Punkten — wenn sie über- 
haupt sämmtiich existiren — erkennt er aber dann leicht den- 
jenigen, welcher in Bezug auf die drei Punkte A, B, ebenso 
liegt, [101] wie sein Standort in Bezug auf die drei entspre- 
chenden Terrainpunkte. 

100. Construction. Die Lage der beiden Projeotionaebenen 
wählt man so, daaa die erste Projections ebene durch die drei 
beobaehteten Punkte geht und die zweite Projectionsebene senk- 
recht auf der Verbindungsgeraden «weier dieser Punkte steht. 
Es sei 3lio ABG das von den drei beobachteten Punkten ge- 
bildete Dreieck in seiner wahren Geatalt; femer seien X, ft, v 
die drei gemessenen Winkel. 

Dann zieht man senkrecht zu der Geraden AB durch einen 
beliebigen Punkt derselben die Gerade x, welche die Projeetiona- 
axe sein soll und also die Lage der zweiten Projeetiona ebene 
bestimmt, und conati'uirt, wie in Art, 98 [S. 135 — 136] ange- 
geben ist, die erzengenden Kreisbogen AEB, BJC, GLÄ der 
drei Umdrehungaflächen, deren Axen die Dreiecks Seiten AB, 
BG, CA sind. Um den Punkt A als Mittelpunkt beschreibt 
man darauf beliebig viele coneentrische Kreise und führt für 
jeden von ihnen die im Folgenden für einen aolchen Kreis 
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angegebene Construction durcli. Von den Punkten E und i, 
in welchen diesei- Kreis die beiden erzengenden Kreise, deren 
Âxen in dem Funkte A zusammenstossen, schneidet, fôllt man 
die Lothe EFmti LM a.a{ die zugehörigen Äsen; beide Lothe 
achneiden sich in einem Punkte i\f , welcher die horizontale Pro- 
jection eines dem Schnitte der beiden Umdrehungaflächen an- 
gehörigen Punktes iV" ist. Jeder der concentri sehen Kreise 
bestimmt einen solchen Punkt N', und die durch alle diese 
Punkte JV' gehende Curve n' ist die horizontale Projection des 
Schnittes n der beiden Umdrehnngsflächcn mit den Axeu AB 
und AC. Nachdem man noch die zweite Projection A" der 
Axe AB bestimmt hat, besehreibt man um den Punkt A" als 
Mittelpunkt mit dem Radius FJF einen Kreisbogen e", auf wel- 
chem die zweite Projection N" des Punktes N (und zwar auf 
der durch N' gehenden Vei-ticalen] liegen muss. In gleicher 
Weise construiit man für alle übrigen Punkte der Cui-ve n' 
die zugehörigen zweiten Projectionen und zieht dui'ch dieaelben 
die Curve n", welche dann die zweite Projection des Schnitt 
tes n ist. 

Dieselbe Construction fühi-t man ferner für die beiden Um- 
drehungsflächen, deren Äsen AB und BC sind, aus. Man 
beschi'eibt also um den Schnittpunkt B beider Axen als Mittel- 
punkt beliebig viele concentriache Kreise, welche die beiden 
erzeugenden Kreise in Punkten O, J sehneiden, und fällt von 
diesen Punkten die Lothe GH und JK auf die entsprechenden 
Axen; diese Lothe schneiden sich in Punkten P', und die 
durch alle so erhaltenen Punkte P' gezogene Curve p' ist die 
horizontale Projection des Schnittes p der ersten nnd dritten 
Ümdrehungsfläche. [102] Besehreibt man schliesslich um den 
Punkt A" als Mittelpunkt mit den Kadien QH Kreise g" und 
projicirt anf diese alle Punkte F" , so erhält man die zweiten 
Projectionen P" aller Schnittpunkte P, und die durch sie ge- 
zogene Curve jj" ist die zweite Pi'ojection des Schnittes p. 

Die Punkte 0', in welchen sieh die horizontalen Projec- 
tionen n' und j)' der beiden Schnitte m nndj) schneiden, sind 
die horizontalen und die Punkte Q'\ in welchen sich die zu- 
gehörigen verticalcn Pi-ojectionen n" und p" achneiden, sind 
die veiücalen Projectionen der Punkte, welche den von der 
Aufgabe gestellten Forderungen genügen. 

Die so gefundenen Projectionen geben weder unmittelbar 
die Lage des Standortes anf der Karte, noch seine Höhe an, 
weil die horizontaJe l'rojectionsebene nicht mit der Niveau- 
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ebene, anf welche die Karte bezogen iat, znaammenfällt; es 
bietet aber keine Schwierigkeiten, aus den gefundenen Projec- 
tionen die wirkliehe Lage des Standortes auf der Karte und 
seine Kote zu bestimmen. 

101. Sacliste Aufgabe. Ein Feldherr, welcher mit 
der von ihm befehligten Armee dem Feinde gegen- 
abersteht, besitzt keine Karte des von diesem be- 
setzten Gebietes; er bedarf aber einer solchen Karte, 
nm für einen beabsichtigten Angriff den Plan ent- 
werfen zn können. i>a er einen Fesselballon zu 
seiner Verfügung hat, ao befiehlt er einem seiner 
Ingenieure mit demselben aufzusteigen und alle 
nüthigen Messungen anszuführen, nm eine Karte 
herstellen und ein annähernd richtiges Nivelle- 
ment geben zu können. Kr hat jedoch Grund zn 
glauben, dass der Feind seine Absicht erkennt, 
wenn der Luftballon seine verticale Aufsteigungs- 
linie verläsat, und erlaubt deshalb dem Ingenieur 
nur, mit dem Luftballon in verschiedene Höhen, wenn 
es nöthig iat, aufzusteigen, verbietet ihm aber, sieh 
mit dem Ballon seitlich zu bewegen. Der Ingenieur 
ist mit einem geeigneten Winkelmessinstrumente, 
an welchem ein Loth angebracht ist, versehen. Wie 
kann der Ingenieur den Befehl seines Vorgesetzten 
ausführen? 

Iiösun^verfahTQU. Der Ingenieur maeht in derselben aenk- 
reehten Aufsteigmigslinie an zwei Stellen Halt, deren Abstand 
ihm dadni'eh bekannt ist, daas er die bei der Erhebung von 
dem einen zu dem anderen Haltepunkte abgelaufene Seillänge 
mesaen lässt. Auf der einen dieser Stationen, z. B. der tiefer 
gelegenen, misst er dann die Winkel zwischen der Lothrichtung 
und den Viairllnien, welche nach den Punkten, deren Lage 
er anf der Karte einzeiehnen will, gerichtet sind. Unter allen 
diesen Punkten wählt er einen beliebigen Punkt 'aua, welchen 
er als Hauptpunkt ansieht und welchen wir mit A bezeichnen 
woUen, [103] und misst allmählich alle Winkel, weiche die 
Visirlinie nach dem Punkte A mit den Viairllnien nach den 
anderen Punkten bildet. Auf der anderen, höher gelegenen 
Station misst er dann noch die Winkel zwischen der Lothrich- 
tung und den Visirünien nach allen in Betracht gezogenen 
TeiTainpunkten. Mit Hülfe dieser Beobachtungen iat er im 
Stande, die verlangte Karte zu entwerfen. 
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Da man nämlich die Winkel ß, und ß^, welche von der 
Lothiiehtung mit den von den beiden Stationennach ein und dem- 
selben Terrainpnnkte B gehenden Viäirlinien gebildet werden, 
kennt, ao liegt derselbe gleichzeitig auf zwei bestimmten und 
bekannten geraden Kreiskegeln, deren Äsen in derselben ver- 
tiealen Geraden liegen, deren Spitzen nm den Höhenunterschied 
beider Stationen von einander entfernt liegen und deren von 
der Ase und den Seitenlinien eingeschlossene Winkel gleich 
den beiden gemessenen Winkeln ß„ bez. ß^ sind. Da ferner 
der Winkel (p bekannt ist, weichen die von der unteren Station 
nach den Punkten A und B gehenden Visirlinien miteinander 
bilden, 80 liegt der Punkt B noch auf einem dritten geraden 
Kieiskegel, dessen geneigt liegende Axe die von der unteren 
Station nach dem Punkte A gehende Visiriinie ist und dessen 
von der Axe nnd den Seitenlinien gebildeter Winkel gleich dem 
gemessenen Winkel cp ist. Der Punkt B liegt also gleichzeitig 
anf drei ihrer Gestalt und Lage nach bestimmt«n geraden Kreis- 
kegeln nnd ist folglich ein Punkt ihres gemeinsamen Schnittes.*^) 
Constiiiirt man daher die horizontalen und verticalen Projec- 
tionen der drei Schnitte, in denen sieh je zwei Kegel durch- 
dringen, ao findet man die Lage des Punktes auf der Karte 
und nm wieviel er höher oder tiefer als der Punkt A liegt. 
102. Ohne die Betrachtnngen abznändern, kann man die 
Construetion mit Hülfe einiger fi-fiher auseinandei^e setzten 
Methoden vereinfachen. Da die Winkel, welche die von der 
unteren Station nach dem Punkte A gehende Visiriinie mit den 
nach allen übrigen Punkten gehenden einschliesst, und auch 
alle Wiukel, welche diese sämmtlichen Visiriînien mit der Loth- 
richtung bilden, bekannt sind, so ist es leicht die letzteren 
Winkel auf den Horizont zn rednciren, d. h. ihre horizontalen 
Projeetionen zu coustniiren [Vgl. Art. 22, S. 32—33]. Wählt 
man also auf der Karte einen Punkt P' wiUkürlich aus, wel- 
cher die Projection [104] der verticalen Erhebnngslinie des 
Luftballons darstellen soll, zieht durch denselben eine belie- 
bige Gerade a', welche die Projection der von den beiden 
Stationen nach dem Punkte A gehenden Visirlinien vorstellen 
soll, und endlich durch denselben Punkt P' gerade Linien, 
b', c, . . ., deren mit der Projection a' gebildete Winkel 
gleich jenen anf den Horizont redneirten Winkeln sind, so mnss 
offenbar anf jeder dieser Geraden die Horizontalprojeetion .^', 
B', ... eines beobachteten Terrainpunktes A, B, ... liegen. 
Jetzt ist nnr noch die Entfernung der Projection eines jeden 
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Tervainpunktes, z. B. des Punktes B' von dem Punkte P' zu 
bestimmen. Zu dem Zwecke wählt man auf der verticaien 
Projection der Geraden, in welclier der Ballon aufgestiegen 
war, zwei Punkte aus, deren Abstand in Einheiten des Maass- 
stalses der Karte gleich dem HöLenuntersehiede der beiden 
Ballonstationen ist, und zieht durch diese l'nnkte Gerade unter 
Winkeln gegen die Verticale, welche gleich den von den heiden 
Stationen nach dem Punkt B hin gemessenen Winkeln ß^ und 
ß^ sind; diese beiden Geraden schneiden sich in einem Punkte 
B'\ dessen senkrechter Abstand von der verticaien Projection 
der Erhebungslinic des Luftballons gleich der gesuchten Ent- 
fernung ist. Trägt man also diese Strecke auf der Geraden h' 
von dem Punkte P aus bis B' ab, so erhält man in dem 
Punkte B' den dem Terrainpunkte B entsprechenden Punkt 
der Karte. Die beiden in der verticaien Projections ebene ge- 
zogenen Geraden beatimmen durch ihren Schnittpunkt B" auch 
die Höhe des Terrainpunktes B. Wenn man also ans der 
verticaien Projection die Höhen aller Terrainpunkte über der- 
selben Horizontalebene entnimmt, so erhält man dadurch die 
Koten aller in die Karte eingetragenen Punkte und damit das 
gewünschte NiveUement des Terrains.^") 

Diese Oonsti'uction ist so einfach, dass eine Figur zn der- 
selben nicht nöthig ist. 

Da die Lage der von der Projection P' des Luftballons 
nach der Projection A' des Punktes Ä gezogenen Geraden a' 
willkürlich auf der Karte gewählt war, so folgt, dass die Karte 
nicht orientirt ist. Und in der That ergiebt sich aus den von 
uns angegebenen Messungen kein Umstand, welcher die Lage 
der beobachteten Terrainpunkte in Bezug auf die vier Himmels- 
richtungen bestimmen könnte. Misst der Ingenieur, nachdem 
er wieder auf ebener Erde angelangt ist, den Winkel, welchen 
die von der Aufstiegstelle P' nach einem der beobachteten 
Terr^npunkte gerichtete VisirÜnie mit dem Meridiane ein- 
schliesst, und trägt er diesen Winkel noch auf seiner Karte 
ein, so kennt er dann die Kichtung des Meridians auf der Karte 
und damit ist dieselbe orientirt. 
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[105] 

Fünfter Theil. 

Erämmnng doppelt gekrümmter Curven und krummer 
Flächen. 

Ntitzliehkeit des Uuterrichtea in der daratellenden 
Geometrie auf den Mittelschulen. 

103. Die bisherigen Vorträge Ober darstellende Geometrie 
enthalten die hauptsäehliehsten Methoden, deren Kenntniss man 
in den Künsten nöthig haben kann. 

Man sollte in allen ein wenig bedeutenderen Städten Mittel- 
schulen errichten, in welchen die jungen Leute, welche sich 
der Ausübung einer Kunst widmen wollen, im Alter von zwölf 
Jahren während zweier Jahre in den graphischen Construetionen 
unterrichtet und geübt und mit den wichtigsten Naturerschei- 
nungen, deren Kenntniss ihnen unerläaalich ist, vertraut ge- 
macht werden. Dieser Untemcht würde, da er den Verstand 
der Schiller schärft und sie an Genauigkeit und Bestimmtheit 
gewöhnt, in sicherster Weise zu der fortschreitenden Hebung 
der nationalen Industi'ie beitragen, und die Schüler würden, 
da sie daran gewöhnt werden, volle Einsicht in die Dinge zu 
verlangen, später davor geschätzt sein, von Betrügern bgend 
welcher Art getäuscht zu werden. Hätten wir uns nun nur 
das Ziel gesteckt, ein elementares Lehrbuch, welches dem Unter- 
richt an diesen Mittelschulen zur Grundlage dienen sollte, zu 
schreiben, so mllssten wir hiermit die allgemeinen Betrachtungen 
absohliesaen nnd sofort zu den nützlichsten und am häufigsten 
gebrauchten Anwendungen übei^ehen. Wir müssen aber nicht 
nur auf die Schüler dieser Mittelschulen, sondern auch auf die 
Lehrer Bedacht nehmen. 

In den Lehrplan des Volksunterrichtes soll man nur ein- 
fache Dinge, deren Kenntniss täglich nützlich sein kann, auf- 
nehmen. Wen anders aber als den Lehrer kann ein Künstler 
um Kath fragen, wepn ihm gelegenüich in seinem Leben eine 
Schwierigkeit entgegentritt, von welcher in dem Schulunter- 
richte keine Eede gewesen ist? Und wie kann der Lehrer 
im Stande sein, die ihm vorgelegte Fi-age zu beantworten nnd 
die erbetene Auskunft zu geben, wenn er nicht mit weit 
allgemeineren Betrachtungen und Untersuchungen als denen. 
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welche den gewöhEÜelien Gegenstand des Unterriclites bilden, 
vertraut iat? 

Um die Lehrer mit einigen allgemeinen Eigenschaften der 
Cuïvcu und Flächen — Eigenschaften, ftir deren Verwendung 
man in den Künsten oft Gelegenheit findet — hekannt zn 
machen, wollen wir einige Vorlesungen anf die Unterauchnng 
der Krümmnng von doppelt gekrümmten Cnrven und kmmmen 
Flächei 



[106] Ebene und doppeltgekrflmmte Curven, 
ihre Evoluten, Evolventen und Krilmmungaradien. 

104. Wenn eine in einer Ebene liegende Gerade sieh um 
einen bestimmten ihrer Punkte dreht, ao beschreiben bekannt- 
lich ihre sämmüichen anderen Punkte eoneentriaohe Kreise um 
jenen Punkt. Jede Ourve kann man sich in ähnlicher Weise 
durch Bewegung eines Punktes erzeugt denken. 




Fig. 58. 

(Fig. 58) Es sei k eine beliebige ebene Curve. Läast man 
nun eine Gerade (, welche eine Tangente an die Curve k ist, 
sich so bewegen, dass sie, ohne zu gleiten, die Curve i stets 
berührt , so beschreibt bei dieser rollenden Bewegung jeder 
Punkt P dieser Geraden eine Curve m, welche offenbar die 
folgenden. Eigenschaften besitat. 
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Jedea Element PP^ der erzeugten Cnrve )( steht senkrecht 
auf der entsprechenden Eichtung der Geraden t, da ea dieselbe 
Kiclitnng hat, welche das Element eines um den Punkt Ä' als 
Mittelpunkt mit dem Radius KP beaohriebenen Kreisbogens in 
dem Punkte P besitzt. Folglich ist die Tangente in dem 
Punkte P an die Curve u senkrecht zn der durch diesen Puntt 
gehenden und die Curve k berührenden Geraden t. 

Liegt der Pnnkt P auf der Seite der Geraden (, mit welcher 
sie sich bei ihrer rollenden Bewegung der Curve k nähert, so 
läuft die CuiTe u auf die gegebene Curve k zu und trifft sie 
schliesslich, wenn der erzeugende Punkt mit dem Berllhrungs- 
pnnkte der Geraden, welche dann die Lage (, angenommen 
haben mag, in dem Punkte P^ znsammenfitUt. Die Curve u 
schneidet aber in diesem Punkte P^ nicht die Curve k, sondern 
der erzengende Punkt und mithin auch die Curve m wird in 
demselben von der Ciirve k reflectirt. Und da die ei-zeugte 
Curve M immer senkrecht auf der bewegten Geraden t ist, so 
treffen die beiden Curvenzweige PP^ und P^P^ unter recliten 
Winkeln auf die Gerade t^ und folglich auch anf die Cni've I: 
auf; die beiden Zweige der Curve u berühren sich also in dem 
Punkte Ps.2i) 

Den Punkt P^, in welchem die CuiTC u in der Weise sich 
wieder zurückwendet, dass sich ihre beiden Zweige berllhren, 
nennt mau Rüekkehrpunkt. 

Die Curve k, auf, welcher die Gerade * abrollt, heisst die 
Evolute der Curve'«, weil ein beliebiger Bogen KP^ der- 
selben gleich [107] dem abgewickelten Theile KP der beweg- 
lichen Geraden ( ist, und umgekehit heisst die Curve « die 
Evolvente der Curve k. Weil man nun ebenso viele Cur\-en 
M, u, ... in dieser Weise erzugen kann, als man Punkte P, 
$, . . . auf der Geraden t als erzeugende Punkte annimmt, 
so leuchtet unmittelbar ein, dass zu einer Evolute k unendlich 
viele verschiedene Evolventen gehören, so z. B. zu der Evo- 
lute k die Evolventen n, u, . . ., welche die Eigenschaft haben, 
aämmtlich dieselben Normalen zu besitzen. Wir werden binnen 
Kurzem zeigen, dass umgekehrt auch jede Cnrve, als Evolvente 
betrachtet, nnendlich viele Evoluten besitzt. 

lOö. Man verwendet in der Technik einige Evolventen und 
vorzüglich die Kreisevol vente; diese ist eine spiralförmige Cnrve 
mit unendlich vielen Windungen, von denea je zwei aufein- 
anderfolgende einen constanten Abstand gleich dem Umfange 
des Evolutenkreises von einander haben. Die Gestalt von 

Ost»!,ld's Klassiker, 117, 10 
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Kreisevolventellbogen giebt man z. B. den Ilebedanmen von 
rotirenden Wellen, welche in den Pochwerken und Stampf- 
mühlen Stampf balken beben, weil dann der Berührungspunkt 
des Hebedaumens mit dem Hebezapfen des Stampfbalkena stets 
in derselben Veiiicalen liegt und dadnicb die Kraft, welche die 
Daumenweile ausübt, um den Stampfbalken in die Höhe zu 
heben, constant ist. Vaucanson'^'^) gebranctte häufig die Kreis- 
evolvente als VerzahHungscnrve, um die Bewegung einer roti- 
renden Welle auf eine andere, ihr parallele zu übertragen, 
besonders wenn die Verzahnung genan angefertigt sein musste 
und die Bewegung der einen Welle auf die andere plötzlich, 
ohne den geringsten Zeitverlust, übertragen sollte. 

106. Wir haben in dem Artikel 104 gezeigt, wie die 
Evolvente aus der Evolute erzeugt werden kann. Es ist leicht 
KU zeigen, wie umgekehrt die Evolute ans der Evolvente ent- 




Fig, 59. 

steht. Wie wir gesehen haben, sind aile îioimalen der Evol- 
vente Tangenten au die Evolute Zieht m»u also [Fig. 59) 
durch alle Punkt« /-*, /',, ... einer gegebenen Curve u die 
Normalen, so ist die Curve k, welche ^on allen diesen Nor- 
malen berührt wird, die Evolute der Cune '(, und die Nor- 
malen (, ij zweier unendlich benachbarten PunkteP, P, schneiden 
sich in einem Punkte K der Evolute; dieser Punkt K kann be- 
trachtet werden als Mittelpunkt eines kleinen Kreisbogens, welcher 
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mit dem Eadius KP beschrieben ist [108] und also ( 
KrUmroung hat wie der zugehörige Bogen PP^ der betrachteten 
Cui-ve M. Der Radius KP des Kreises, welcher dieselbe Krüm- 
mung besitzt wie der unendlich kleine Bogen PP, der Cnrve u, 
heisst der Krfimmungaradius dieses BogenelementeSj und der 
Punkt Ä', in welchem aieh die beiden unendlich benachbarten 
NoiTualen t, t^ aehneiden, der Krümmnngsmittelpunkt. 
Die Krümmung eines Bogen elementes ist bekannt, wenn man 
die Lage seines Krümmungsmittelpuaktes kennt. 

107. Bisher haben wir voransgeaetzt, dass die Curven ebene 
sind, nnd nur daa betrachtet, was in ihrer Ebene geschieht. 
Jetzt gehen wir aber zu Curven doppelter Krümmung, wie 
sie dnrcli den Schnitt zweier krummer Flächen erzeugt werden, 
über. 

Denkt man sich durch den Mittelpunkt eines Kreises und 
senkrecht zu seiner Ebene eine Gerade gezogen und beider- 
seits in daa Unendliche verlängert, so hat bekanntlieh jeder 
Punkt derselben von allen Pnnkteu der Kreisperipherie gleichen 
Abstand. Wenn sieh also eine Strecke, deren einer Bndpunkt 
auf der senkreehten Geraden und deren anderer Endpunkt auf 
der Kreisperipherie liegt, so um die Senkrechte als Ase dreht, 
dass sie beständig denselben Winkel mit ihr einachllesst, so er- 
zeugt ihr bewegter Endpunkt die Peripherie des Kreises mit 
der gleichen Genauigkeit, als wenn man den Radius des Kreises 
sieh um seinen Mittelpunkt drehen läast. Die Zeichnung des 
Kreises mit Hülfe seinea Eadius ist nur ein speeieDer Fall der 
obigen Erzeugung , durch ihre Einfachheit aber geeigneter, 
eine Vorstellung von dem Verlaufe des Kreiaes zu geben. In 
gewissen Fällen jedoch kann die allgemeinere Erzeugungs- 
weise Vortheile gegenüber der speciellen mittelst des Eadius 
gewähren; wählt man nämlicli auf der aenkreehten Ase zwei 
Punkt« als Pole, welche auf entgegengesetzten Seiten der Kreis- 
ebene liegen, zieht man dann von ihnen Kwei sich in einem 
Punkte der zu erzeugenden Kreiaperipherie schneidende Ge- 
rade, welche man in diesem Funkte feat miteinander verbunden 
denkt, und lässt man aieh daa ganze System um die Axe drehen, 
so erzeugt der feste Schnittpunkt beider Geraden die Kreis- 
peripherie, ohne dass es nöthig ist, die Ebene, in welcher der 
Kreis liegen muss, vorher wirklich herzustellen. 

108. (Fig. 60J Es aei u eine beliebige Curve doppelter KiHm- 
mnng. Durch irgend einen Punkt P derselben legt man eine 
Ebene N senkrecht zu der Cur ventang ente in P [109] und ebenso 
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durch den unendlich benachbarten Punkt P, eine Ebene N, 
senkrecht zu der Curventangeote in P,. Beide Ebenen schnei- 
den sich in einer Geraden t, welche die Axe des Kreises ist, 




Fig. CO. 

als dessen Theil das Bogenelement PP, aufgefasst werden 
kann; fällt man also von den Punkten P und P, Lothe auf 
die Axe l, so haben dieselben gleiche Länge und schneiden 
sich in demselben Punkte A" der Ase, welcher der Mittelpunkt 
des Kreises ist. Jeder der anderen Pnnkte G, H, J, ... der 
Geraden t hat von allen Punkten des Bogen elementes PP, 
ebenfaUs gleiche Entfei-nnng und kann daher als Pol desselben 
beti'achtet werden. Zwei von einem beliebigen Pnnkte Q der 
Axe ( nach den Punkten P, P, gezogene Gerade ffP, 6P^ 
haben folglich gleiche Länge und schliesaen mit der Axe t gleiche 
Winkel ^ Pff.i = -4t P^OÄ ein. Um also die Kriimmnng 
der Curve in dem Punkt P zu bestimmen, muas man die Länge 
des Krllmmnngsradius A'P und, um den Sinn der Krümmung 
zu bestimmen, die Lage dea Punktes K im Eaume angeben. 
Handelt es sieh aber nur dämm den kleinen Kreisbogen PP, 
zu beschreiben, so ist es gleichgültig, ob man die Gerade GP 
um die Axe t, ohne den Winke! --IGP zu verändern, oder 
den Krllmmun^radiua A'P senkrecht zu der Axe sieh drehen 
lääst. 

Die Gerade t kann daher als der geometrisehe Ort der 
Pole dea Bogenelem entes PP^ betrachtet werden; der Krüm- 
mungsmittelpunkt dieses Bogenelementes ist derjenige Pol, 
dessen Abstand von dem Bogenelement ein Minimum ist, und 
der zugehörige Krflmmungsradins das von dem Bogenelement 
auf die Axe t gefällte Loth. 

109, Führt man jetzt für alle Punkte einer Curve doppelter 
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Krttmmnng u (Fig. 61) die Constnictioii durch, welche wir so- 
eben fdr eines ihrer Elemente beschrieben haben, d. h. legt 
man durch alle Punite P, P,, P,, P„ . . . Ebenen N, N, Nj, 
N,, . . . senkrecht zn den Tangenten in den zugehörigen Cur- 




Fig. 61, 

vcnpunkten, so schueidet die erifte diesti Ebtnen diL, zwtite 
in einer Geraden t, welche dei geometiiache Oit ollti l'ole 
des Bogena PP, ist, und die zweite Ebene dip diitte lu einer 
Geraden (,, welche dei geometritehe Ort allei Pole des Bogens 
P, Pj ist, nnd 80 fort. Die Schaar aller dieser Schnittgeraden 
oder die krumme Fläche, welche sie in ihrer Gesammtheit 
bilden, ist der. geometrische Ort aller Pole der ganzen Cur'e 
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M, da die Onrve keinen Poi hat, welcher nicht auf dieser 
Fläche liegt, und umgekehit die Fläche keinen Punkt enthält, 
welcher nicht der Pol irgend eines Elementes der Curve u ist.^^) 



[iio; 

Die krnmme Fläche, welche der geometriache Ort 
der Evoluten einer Curve doppelter Krümmung ist, 

Bemerkenswerthe Eigenschaft der Evoluten auf 

dieser Fläche. Erzeugung einer doppeltgekrümmten 

Curve durch stetige Bewegung. 

110. Ehe wir weitergehen, mtissen wir einige Eigenschaften 
auseinanderseteen, welche die Flächen der vorstehend erwähnten 
Ai-t, ganz unabhängig von der zn ihrer Erzeugung benutzten 
Curve M, besitzen. 

Diese Fläzten können ohne Zerreissnng und ohne Faltung 
in die Ebene abgewickelt werden. In der Thai sind die von 
den erzeugenden Geraden begrenzten Elemente der Fläche i*,, 
^ih' hhi ■ ■ ■ {Fig- 62) unendlich schmale ebene Streifen, welche 
längs dieser Geraden aneinandei^enzen. Man kann sich daher 
immer denken, dass das erste Element it, sich um die Gerade 
t^ als Axe dreht, bis es in der Ehene des folgenden Elementes 
t^l^ liegt; dass sich dann beide Elemente zusammen um die 
Gerade (, drehen, bis sie in der Ebene des dritten Elementes 
'ä'a liegen, und so fort. Daraus ergiebt sieh die Möglichkeit, 
auf die "Weise alle Elemente der krummen Flache ohne Zer- 
reissnng in eine Ebene abzuwickeln. 

In gleicher Weise wie die Sormalebeneu der Curve u durch 
ihre aufeinanderfolgenden Schnittgeraden eine krumme Fläche, 
au welche sie selbst Tangentialebenen sind, bilden, schneiden 
sich die aufeinanderfolgenden Schuittgeraden in Punkten einer 
Curve doppelter Krllmraung, deren Tangenten die Schnittgeraden 
selbst sind. Denn zwei aufeinanderfolgende dieser Geraden 
sind Schnitte derselben Normalebene mit der unmittelbar vor- 
hergehenden und der unmittelbar folgenden Normalebene; diese 
beiden Geraden Hegen also in einer Ebene und schneiden sich 
daher in einem Punkte, Die Gesammtheit aller dieser Schnitt- 
punkte aber bildet eine bemerkenswerthe Curve auf der ab- 
wickelbaren Fläche. Verlängert man nämlich alle Geraden, 
nachdem sie sich auf dieser Cnrve geschnitten haben, darüber 
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hinaua, so bilden ihre Verlängei-ungen eine zweite Schale der 
Fläelie, und diese Schale ist von der ersten, welche von den 
Theilen der Geraden, die vor den Schnittpunkten liegen', ge- 
bildet wird', verschieden. Die beiden Schalen grenzen 'längs 
der Ourve aneinander, welclie in Bezug auf die ganze Fläche 
eine wirkliche Rückkehrkante ist. 

(Fig. 62) Von dem Punkte P der Cui-ve m, durch welchen die 
erste Normalcbene N hindurehgelegt ist, werde in dieser Ebene 
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in beliebiger Richtung die Gerade PG gezogen, big sie die 
Gerade ( in dem Punkte schneidet; dann ziehe man in der 
zweiten Nonnalebene N. durch die Punkte P, und G eine 
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Gerade und verlängere aie bis zu ihrem Sclinittpiiukte G, mit 
der Geraden (, ; fei-ner zielie man ia gleicher Weise die Gerade 
Pjff, (?„ und fahre so fort. [111] Die Carve, welche durch 
alle Punkte G, G„ G„ ... geht, ist eine Evolute der Ciirve 
u; denn alle Geraden P6, P^ G,, P, G„ ... sind Tangenten 
an die Curve GQ^O^ . . . , da sie die geradlinigen Ver- 
längerungen von Elementen dieser Curve sind. Denkt man 
sich ferner, daaa die erate dieser Geraden PG sich um die 
Gerade t ala Axe dreht, bis sie mit der folgenden Geraden 
P, G zusammenfällt, so bleibt sie dabei stets Tangente an die 
Curve GG,G^ . . ., und ihr Endpunkt P fällt, nachdem er 
den Bogen PP, dnj'Chlaufen hat, mit dem Endpunkte i', der 
zweiten Geraden PG zusammen. Lässt man dann die zweite 
Gerade P, G, sich um die Gerade i, ala Ase drehen, bis sie 
mit der dritten Geraden P, G, zusammenfallt, so bleibt sie 
dabei ebenfalls immer Tangente an die Curve GG^G^ . . . und 
ihr Endpunkt P, liegt immer auf dem Curvenelement P| Pj. 
Die Curve GG,G^. . . hat also die Eigenschaft, dasa ein be- 
stimmter Punkt einer beliebigen ihrer Tangenten die Curve 
it eraeugt, wenn diese Tangente sich an der Curve GG, G,, 
dieselbe steta berflhrend, entlang bewegt, ohne in ihrer Längs- 
richtung zu gleiten. Folglich ist die Curve GG^G^ . . . eine 
Evolute der Cui-ve u. Da aber die Richtung der ersten Ge- 
raden PG ganz willkürlich angenommen war, so kann man 
in der ersten Mormalebene N statt PG auch irgend eine an- 
dere Gerade ziehen und erhält dann eine andere Curve, welche 
ebenfalls eine Evolute der Curve u ist. Jede Curve besitzt 
mithin unendlich viele Evoluten, welche sämmüioh auf der 
von den Sohnittgeraden der Normalebenen gebildeten krummen 
Fläche liegen. 

Da die Geraden P, G, und P, G, mit der Geraden t^ gleiche 
Winkel einschliessen und daa Element G, G, die Verlängerung 
der Geraden P^ G, ist, so folgt, dass die beiden aufeinander- 
folgenden Elemente G G, und G, Gj der Evolut« GG,G^ . . . 
gleiche Winkel mit der Geraden i, bilden. Bei der Abwicke- 
lung dei' krummen Fläche in die Ebene werden diese Winkel 
nicht geändert und bleiben einander gleich; daher müssen 
zwei aufeinanderfolgende Elemente der mit der krnmmen Fläche 
in die Ebene abgewickelten Curve GQ^G^. . . gleiche Winkel 
mit der Geraden i, bilden und mithin dieselbe Richtung haben. 
Daraus folgt, dass jede Evolute einer doppelt gekrümmten Curve 
eine gerade Linie wird wenn die Fläche, auf welcher alle 
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Evoluten der Kaumcnrve liegen, in die Ebeue abgewickelt 
wird, und daher ist jede Evolute die kllrzeste Linie, welche 
man auf der abwickelbaren Fläche zwischen zwei Punkten 
ziehen kann. 

Aus dieser Eigenschaft ergiebt sich ein bequemes Verfahren, 
um eine beliebige Evolute [112] einer Curve doppelter Krüm- 
mung zu erhalten, wenn die abwickelbare Fläche, auf welcher 
alle Evoluten liegen, gegeben ist. Man braucht nur durch ir- 
gend einen Punkt der Curve u einen Faden als Tangente an 
die gegebene Fläche zu führen, ihn von dem Berührungspuukte 
an lim die Fläche her umzubiegen und zn spannen. Durch die 
Spannung nimmt der Faden auf der Fläche die Eichtnng einer 
kürzesten Linie an und schmiegt sich folglich der Fläche längs 
einer Evolute an. 

111. Man erkennt hieraus, wie es möglieh ist, eine belie- 
bige Cui've doppelter Krümmung durch eine stetige Bewegung 
zu erzeugen. Denn wenn eine abwickelbare Fläche, welche 
von allen Noruialebenen der zu erzeugenden Curve beiührt 
werden soll, und ausserhalb derselben ein Punkt, durch welchen 
die Cnrve gehen soll, gegeben sind, so legt man von demselben 
an die gegebene Fläche zwei tangireude Fäden, wickelt sie 
auf die Fläche auf, spannt sie und befestigt sie mit ihren 
Enden; dann hat der Punkt, in welchem sich die beiden Fäden 
vereinigen, die Möglichkeit, sich mit der Tangentialebene an 
die gegebene krumme Fläche zu, bewegen, ohne auf einem der 
Fäden zu gleiten, und erzeugt bei dieser Bewegung die ver- 
langte Curve. 

112. Alles was wir soeben för die Curven doppelter Krüm- 
mung gesagt haben, gilt in gleicher Weise für ebene Curven, 
mit dem einzigen Unterschiede, dass alle Normalebenen und 
folglich auch alle ihre Schnittgeraden auf der Ebene der ge- 
gebenen Curve n senkrecht stehen. Diese Geraden sind mit- 
hin zu einander parallel, und die abwickelbare Fläche, welche 
von allen Normalebenen berlthrt wird, ist eine Cylinderfläche, 
deren senkrechter Schnitt die gewöhnliche Evolute der Curve 
ist. Diese Cylinderfläche enthält aber ebenso alle doppelt 
geki'ümmten Evoluten der ebenen Curve, und jede Evolute 
schliesst mit allen geradlinigen Erzeugenden der Cylinderfläche 
gleiche Winkel ein. So z. B. ist die gewöhnliche Schrauben- 
linie eine Evolute der Evolvente desjenigen Kreises, welcher 
die Basis der Cylinderfläche, auf der die Schraubenlinie liegt, ist; 
und zwar ist. jede Schraubenlinie, welche Ganghöhe sie auch 
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haben mag, wenn nur der DnrchmeBser dea Cylimlers stets 
der gleiche bleibt, eine Evolnte dieser Kreise vol vente. 



[113] 

Krnmme Flächen. Die beiden Krümmungen in einem 
Punkte der Fläelje. 

113. Nachdem wii' die Theorie der Cui'ven doppelter Krüm- 
mung entwickelt haben, wollen wir nns noch mit den krummen 
Flächen besehäftigen. Dieser Gegenstand gehört zwar zu denen, 
welche sich weit leichter mit Hülfe der Änalysia, als durch ein- 
fache geometrisehe Betrachtungen behandeln lassen; da aber die 
Resultate, zn denen dieser Gegenstand führt, für viele Kflnstler, 
von welchen man nicht annehmen kann, daas sie mit analy- 
tischen Operationen vertraot sind, von grossem Nutzen sein 
können, so wollen wir hier versuclien, sie auf Grund von 
geometrischen Betrachtungen allein zn erhalten. Dieses Ver- 
fsthren bringt in die Theorie der Flächenkrümmnng die ihm 
eigentlitlmliche Durchsichtigkeit und Verstäudliehkeit, fahrt aber 
dafür auch langsamer zum Ziele. 

In Bezug auf ihre Krümmungen können die Flächen in 
drei Klassen eingetheilt werden. Die erste derselben umfaast 
alle Flächen, welche in jedem ihrer Punkte keine Krümmung 
besitzen, und enthält also als einzige Art die Ebene, welche 
natürlich beliebig im Räume liegen kann. Die Flächen der 
zweiten Klasse haben in jedem ihrer Funkte nur eine einzige 
Krümmung; hierher gehören im Allgemeinen alle abwickelbaren 
Flächen, bei welchen man zwei aufeinanderfolgende Elemente 
— diese Elemente in der Richtung der Erzeugenden der Kegel- 
fläehe als nnbegi'enzt gross gedacht — als Theile einer Kegel- 
fläche ansehen kann. Alle übrigen Flächen eudlieh bilden die 
dritte Klasse; in jedem Punkte einer solchen Fläche giebt es 
zwei bestimmte Krümmungen, welche, im Allgemeinen unab- 
hängig von einander, sich von Punkt zu Punkt ändern. 

114. Es sei (Fig. 63) ABGD eine unbegrenzte Cylinder- 
däche mit beliebiger Basis , auf welcher wir einen Punkt P 
belieb^ wählen. Durch diesen Punkt P ziehen wir die gerad- 
linige Erzeugende^ und sehneiden durch eine zu dieser Ge- 
raden senkrechte Ebene die Curve DPE aus. Dieser Schnitt 
ist parallel und congment zu der Basislinie des Cylinders. Bnd- 
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■ Fläel enno maie PK, 
nl folglich in 



Fk b3. 
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d dahe n e n r Ebene gelegen diese be den parallelen 
t e aden können n als s h im Unendhchen schneidend be- 
t whten D e Normalen PA PA liegen oôenl ar n der Ebene 
les zu den Erzeugenden senkrechten Schnittes DPE und 
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115 Wlhlt man d^egen auf der Cylnderflâche einen 
beliebigen anderen Punkt S welcher lem Punkte P ebenfalls 
nuendlich nahe hegt n 1 egt die Fllchennormale dieses Punktes 
mit der ersten Normale PA n c] t m einer El e e und folg- 
1 ch koi nen s eh be de Normalen n cht sehne den Denn wenn 
nan du ch den P nkt S senk echt zu le Flache einen neuen 
Schntt FS fuhrt velcbe de durch len Punkt P gehende 
geradlinige E zeugende n e nem P nkte Q sehneidet, so 
liegt he Normale ^L n 1er El ene lieae? Schnittes. Die 
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beiden Normalen PK und SL liegen alao in zwei parallelen 
Ebenen nnd würden folglieli nur dann in einer Ebene liegen 
können, wenn sie selbst zn einander parallel sind, was aber 
nicht der Fall sein kann; denn wie wir gesehen haben, ist 
die Normale QL in dem Punkte Q wohl parallel zu der 
Normalen PK in dem Punkte P, nicht aber parallel zu der 
Normalen SL in dem Punkte S. Es können also die beiden 
Normalen PK, SL nicht zn einander parallel sein, folglich 
auch nicht in derselben Ebene liegen nnd sieh daher niemals 
achneiden 

116. Will man also von einem beliebigen Punkte einer 
Cylinderfläche zu einem unendlich benachbarten Obergehen, 
sodass die in den beiden Punkten gezogenen Normalen der 
Fläche ,in einer Ebene liegen nnd sich im Endlichen oder, 
wenn nöthig, im Unendlichen schneiden, so kann man nur dies 
in zwei verschiedenen Richtungen [115] thun: 

1] in der Richtung der geradlinigen Erzeugenden der Fläche, 
in welchem Falle die zweite Normale die erste im Unendlichen 
schneidet, und 

2) längs des zu den geradlinigen Erzengenden senkrechten 
Schnittes, in welchem Falle die zweite Normale die erste in 
einem Punkte schneidet, dessen Abstand von der Fläche 
von der Krömmnng der Cylinderbasia in dem entsprechenden 
Punkte abhängt; die beiden Richtungen stehen auf einander 
senkrecht. 

Die beiden Schnittpunkte der drei Normalen sind also die 
einzig möglichen Krümmnngsmittelpunkte des betrachteten 
Flächenelementes. Die beiden verschiedenen Ebenen, welche 
durch die erst« Normale und eine der beiden anderen gehen, 
geben die Richtungen dieser beiden Krümmnugen an, nnd die 
Abstände des Oberflächeupunktes von den beiden Normalen- 
schnittpunkten sind die beiden Krümmungsradien. Bei den 
Cylinderflächen ist, wie aus dem Vorstehenden unmittelbar 
folgt, einer dieser Krümmungsradien stets nnendlich gross, 
während die Grösse des anderen von der Gestalt der Cylinder- 
basis abhängt; in jedem Punkte der Fläche giebt es daher 
nnr eine endliche, von Kuli verschiedene Krümmung, während 
die andere unendlich klein ist. 

Die soeben gegebenen Betrachtungen lassen sich leicht auf 
alle abwickelbaren Flächen ausdehnen, da bei diesen zwei 
benachbarte, in der Richtung der erzeugenden Geraden unhe- 
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grenzte Elemente stets als Theile einer bestimmten Cylinder- 
tiäehe betrachtet werden können. 

Wir gehen sofort zn dem allgemeinen Falle beliebiger 
krummen Flächen über. 

117. Es sei (Fig. 64) H.TKL eine beliebige krumme Fläche, 
an welche man durch einen willküilich auf ihr gewählten Punkt 
P eine Tangente g zieht; die Lage dieser Geraden ist nicht 
bestimmt, sondern kann in der Tangentialebene, welche die 
Fläche in dem Punkte P berflhrt, beliebig gewählt werden. 
Lässt man dann die Gerade g sich so bewegen, dass sie stets 
zn sich selbst und zu der Tangente an die Fläche parallel bleibt, 
so erzengt sie eine gewisse Cylindei-fläche, deren Basis von 
der Gestalt der krummen Fläche abhängt, und welche die 
krumme Fläche längs einer durch die Bewegnng des Berüh- 
rungspunktes der Geraden g erzeugten Cm-ve PKQHP be- 
rührt. Diese Beillhrungslinie ist im Allgemeinen eine Curve 
doppelter Kiiimmnng. 

118. In dem ganz speciellen Falle der Flächen zweiten 
Grades [116], d. h. der Flächen, welche von einer beliebigen 
Fibene stets in einem Kegelschnitte geschnitten werden, ist die 
Bertthrnngslinie mit einer einhöllenden Cylinderfläche immer 
eine ebene Curve, welche Richtnng auch die erzeugende Gerade 
der Cylinderfläche haben mag. 

119. Ein wenig allgemeiner ist der folgende Fall. Die 
betrachtete krumme Fläche entsteht durcli die Bewegung einer 
ebenen Curve, welche in ihrer Ebene fest liegt, aber mit dieser 
zusammen beweglich ist, und zwar geschieht die Bewegnng so, 
dass die Ebene auf zwei gegebenen krummen Flächen rollt. 
In jedem Punkte einer so erzeugten Fläche giebt es dann 
eine bestimmte der Geraden g zu gebende Richtnng, für welche 
die von dieser Geraden g erzengte Cylinderfläche die krumme 
Fläche in einer ebenen Curve berührt; die erzeugende Gerade 
dieser Cylinderfläche muss senkrecht auf der beweglichen Ebene, 
welche durch den betrachteten Punkt geht, stehen. Die Um- 
drehungsflächen bilden nur einen speciellen Fall der hier be- 
trachteten krnmmen Flächen. Denn zieht man durch einen 
beliebigen Punkt einer Umdrehungsfläche die Tangente g an 
die Fläche, welche senkrecht auf der Ebene des durch den 
betrachteten Punkt gehenden Meridians steht, und lässt die 
Gerade g sich dann so bewegen, dass sie stets Tangente an die 
Fläche und senkrecht zu derselben Meridiauebene bleibt , so 
durchläuft ihr Berflhningspunkt mit der Fläche genau die Peri- 
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pherie des Meridians selbst, und die Gerade if erzeugt eine 
Cylindei-fläche , welche die gegebene Umdrehungsfläclie längs 
dieses Meridians, also längs einer ebenen Cnrve berührt. 

120, In jedem anderen Falle berührt eine Cylinderflächc, 
welche einer beliebigen krummen Fläche HJEL umschrieben 
ist, dieselbe in einer doppeltgekrümmteu Curve PKQHF. 

Die Tangente g, welche man zunächst willkürlich in der 
Tangentialebene in dem Punkte P der Fläche gezogen hat, 
scUliesst mit der Tangente *, welche die Berühmngsonrve 
PKQHP in dem Tunkte P 
C, — .. berührt, emen'rtmkel ffPr 

( ~ = / ein, dessen brosse von 

' j^ Aei Beschaflenheit dei 

j r kiummen PlVhe und dei 

i ' _ , willktlrhch gewählten Kich 

tung der Geraden 7 ab- 
liingt Ändert man, was 
m ledem einzelnen Falle 
immei mogheh ist, dieat 
Eichtung so, dasä die lie- 
i'ide noch Tangente in die 
FKche m dem Punkte I 
' j j ist, |1171 und lisst m^n 

, ß X . sie sich panllel zu diesei 

-. neuen Lige jr, die gege- 

bene krumme Fläche stet'i 
Fig- t>i- berllhrend, bewegen, so ent- 

steht ein zweiter, der ge- 
gebenen Fläche umschriebener Cylinder, welcher sie längs 
einer anderen Carve doppelter Krflmmung bernlirt. Diese neue 
Berührungslinie geht auch durch den Punkt P und ihre Tan- 
gente t, in diesem Punkte sohliesst mit der neuen Kiehtung 
ff^ der erzeugenden Geraden einen Winkel ein, welcher von 
dem Winkel y, gebildet von den Geraden g nnd *, verschie- 
den ist. 

Wir variiren nun die Richtung der berührenden Geraden ff 
so lange, bis dass der von ihr erzeugte Cylinder die gegebene 
Fläche in einer Cnrve berührt, deren Tangente im Punkte P 
senkrecht zu der erzeugenden Geraden g des Cylinders ist. 

Es sei irgend eine krumme Fläche gegeben, auf welcher 
man einen bestimmten Punkt P ins Ange faast. In der fol- 
genden Figur 65 sei BPE die Tangente an die Fläche in dem 
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Punkte P, deren Kichtnng die vorstehend gewünschte ist d h. 
bewegt sich die Gerade BE parallel zu sich lelbst mid immer 
die gegehene Fläche berührend, so erzeugt sie die C>hnder- 
fläche ABC DEF, welche die gegehene Fläche in einer Curve 




Fig. (Sn. 

berührt, deren Tai^ente in dem I'unkte P senkrecht zu der 
Geraden BE ist. Die Berührnngalinie der beiden Flächen ist 
zwar eine Cnrve doppelter Krümmung, aber in dem Punkte P 
fällt ihr Bogenelement zusammen mit dem Elemente PQ der 
Schnittcnrve HQPJ der Cylinderfläehe mit der zn der gerad- 
linigen Erzeugenden BE senkrechten Ebene. Die beiden End- 
punkte P, Q dieses Elementes liegen gleichzeitig auf beiden 
Flächen, da sie anf der Bei-llhrangalmie beider liegen; zieht 
man durch die Punkte P, Q die Normalen PK, QE des 
Cylinders, ao sind dieselben auch Normalen der Berührungs- 
linie, Nun liegen die beiden Normalen in derselben, zn 
der Erzeugenden BE des Cylinders senkrechten Ebene und 
müssen sich daher in einem Punkte K schneiden, welcher der 
Krümmnngsmittelpunkt des Bogens PC ist. Wählt man also 
auf einer beliebigen krummen Fläche zwei Punkte P und Q, 
welche auf der Berühnmgslinie der Fläche mit demjenigen 
Cylinder, dessen geradlinige Erzeugende senkrecht auf dem 
: PQ dieser BerührungsEnie steht, gelegen sind, so 
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liegen die Normalen der gegebenen Fläche in diesen Punkten 
in einer Ebene und schneiden sieh in einem Pnnkte, welcher 
der Krümmungsmittelpunkt der Fläche in der itichtung der 
durch die beiden Normalen bestimmten Ebene ist, 

[118] 121. Wenn man (Fig. 66) anf der Geraden BE einen 
unendlich benachbarten Punkt P nimmt und durch denselben 
eine Normale zu der Cylinderfläche zieht, so ist diese Normale 
parallel zu der Normalen PK, ist aber nicht auch Noimale der 
gegebenen Fläche. Die durch die Geraden BE und PK be- 
stimmte Ebene schneide die gegebene Fläche in der Cnrve 
MPEN; lässt man nun die Gerade BE sich so, daaa sie stets 
Tangente an die gegebene Fläche ist, bewegen, bis sie die 
unendlich benachbarte Lage B,E^ annimmt und die Fläche in 
dem P nnendlich nahe liegenden Punkte R bei-ölirt, nnd lässt 
man dann die Gerade sieh weiter so bewegen, dass sie der 
Geraden B^EE, stets parallel und Tangente an die Fläche 
bleibt, so erzengt sie eine zweite Cyiinderfläche A^ 5, C^ D, E, F, , 
welche sowohl der Gestalt als der Lage nach nur unendlich 
wenig von der ersten Cyiinderfläche verschieden ist, und deren 
Berührungslinie mit der gegebenen krummen Fläche durch den 
Punkt E geht. Die Normale HL der zweiten Cyiinderfläche 
ist zugleich auch die Normale der gegebenen krummen Fläche 
in dem Pnnkte P. Sie liegt mit der durch den Pnnkt P gezo- 
genen ersten Normalen PK in einer Ebene, da beide in der 
dnreh die Geraden BE und iî/i?, bestimmten Ebene liegen, 
nnd diese Ebene steht senkrecht auf der durch die beiden Nor- 
malen PK, QK gehenden Ebene. Die beiden Normalen PK, 
PL schneiden sich mithin in einem Punkte 0, welcher der 
Krümmnngsinittelpunkt des Bogens PR und folglich auch der 
gegebenen krummen Fläche in der Richtung der durch die 
Geraden BE, B, E, gehenden Ebene ist. 

Man kann also, wie man sieht, von einem beliebigen Punkte 
P einer krummen Fläche stets in zwei verschiedenen Itich- 
tungen zu unendlich benachbarten Punkten Q und P über- 
gehen, sodass jede der beiden Normalen in diesen letzteren 
Punkten mit der Normale in dem Punkte P In einer Ebene 
liegt; die beiden Richtungen schneiden sich, da sie in zu ein- 
ander senkrechten Normalebenen liegen, auf der krummen 
Fläche ebenfalls unter rechten Winkeln. 

122. Diese beiden Richtungen sind nun im Allgemeinen die 
einzigen, welche die Eigenschaft haben, dass sich In ihnen zwei 
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unendlich beniehbaite Noimakn 'sclmciden g;elit niin int ilei 
kiummen Flache in ugend emei indeitn Richtung -son dem 
Punkte P an einem ihm nneudlich benachbarten Pnnkfe 6 tiber 
nnd zieht in ihm die Noimale '>L der Fläche, so hegt die 
îsoimilB bL nicht m einer Ebene mit der Normalen PA und 
kmn "iie tolglich auch nitht "Schneiden 

In der That, wenn . — wie wir jetzt annehmen wollen - 
die zweite C ^ Imdei-fläche «o geneigt hegt |1191 dasa ihre 
Bernhrung''linic mit der kiummen Fhcbf duifh dLU lunkt s 




Fig. RB. 

geht, 30 fällt der Bogen SR dieser Berühr ungslinie mit dem 
Bogen des zur Cylinderfläehe senkrechten Schnittes H, SRJ, 
zusammen; es sind also die beiden Flächennormalen in den 
Punkten S und R auch Normalen des Cylinders, und da beide 
in der Ebene des senkrechten Schnittes liegen, schneiden sie 
sich in dem Punkte L. Aber die Normale SL schneidet nicht 
4ie Normale PK. Denn damit diese beiden Normalen sich 
achneiden, ist nothwendig, dass der Pnnkt L der Normalen RL 
zusammenfallt mit dem Punkte O, in welchem diese letztere 
die Normale PK schneidet. Dies kann im Allgemeinen aber 
nicht der Fall sein, weil dies voraussetzen würde, daaa die 
beiden Bogen PR und PQ gleiche Krümmnng haben, was [ab- 
gesehen von der Kngel] nur für einzelne Punkte mancher ki-nm- 

Oatwild'B Kliäsiket. 117. H 
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men Flächen statt hat. Bei der Kugel ist die Ki'ümraiiTig, 
in welcher Kichtmig mau auch von einem beliebigen lenkte 
zu eiaem uneadlich benachbarten übergehen mag, stets dieselbe 
und folglich liegen die durch zwei solche Pimtte gezogenen 
Normalen in einer Ebene; die Kngel ist die einz^e Fläche, 
deren sämmtUchen Punkten diese Eigenschaft zukommt. Bei 
denjenigen Umdrehungsfläohen , deren erzeugeude Cnrve die 
Axe senkrecht schneidet, ist die Krümmang in den Scheitel- 
punkten auch nach allen Richtungen die gleiche und daher 
liegt die Scheiteluormale mit der Normale eines jeden nneud- 
lich benachbarten Punktes in einer Ebene; diese Eigenschaft 
gilt aber bei diesen Flächen nur fiir die Scheitelpunkte der 
Umdrehnngaaxe. Endlich giebt es krumme Flächen, bei welchen 
diese Eigenschaft fllr sämmtliche Punkte einer bestimmten Cni've 
statthat, und nur fflr diese; in allen anderen Punkten der 
Fläche schneidet die Normale diejenige eines unendlich henach- 
harten Punktes nur dann, wenn der benachbarte Punkt in einer 
der beiden von uns bestimmten Eichtungen von dem erst»n 
Punkte aus liegt,^^) 

123. Daraus folgt, dass eine beliebige krumme Fläche im 
Allgemeinen in jedem ihrer Punkte nur zwei Kilimmuagen 
besitzt; jede dieser Krümmungen hat ihren besonderen Mittel- 
punkt und Radius und die beiden Bogen, auf welche sich 
diese Krümmungen beziehen, schneiden sich auf der Fläche recht- 
winklig. Die besonderen Fälle, in welchen wie bei der Kugel 
und in den Scheitelpunkten der ümdrehungsflächen zwei be- 
liebige benachbarte Normalen sich schneiden, bilden von dem 
vorstehenden Satze keine Ausnahme. Es folgt nur, dass in 
diesen Fällen die beiden Krflmmungen einander gleich sind 
[120] und dass die Kichtnngen, in welchen man sie messen 
muss, beliebige sind. 

124. Obgleich die beiden Krümmungen einer krummen 
Fläche durch das Gesetz ilu-er Erzeugung mit einander ver- 
knüpft sind, können sie von einem Punkte der Fläche nach 
einem anderen Veränderungen erleiden, welche in gleichem 
oder in entgegengesetztem Sinne vor sich gehen. Wir können 
uns hier in dieser Beziehung nicht auf weitere Einzelheiten 
einlassen, welche auch weit wen^er mühsam mit Htilfe der 
Analysis gefunden werden. Hier sei nur Folgendes bemerkt. 
Bei gewissen Flächen, wie z. B. den Sptäroiden, haben in 
jedem Punkte die beiden Krümmungen gleichen Sinn, d. h. 
beide Krümmungen sind nach derselben Seite convex; bei 
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anderen Flächen haben die beiden Krümmungen ia gewissen 
Punkten entgegengesetzten Sinn, d. h. nach derselben Seite 
ist die eine conves und die andere concav, zu welchen Flächen 
z. B. die Kreisringfläche gehört; bei noch anderen Flächen 
haben die beiden Krümmnngen in allen Punkten enlgegenge- 
sctaten Sinn, wie z. B. bei der Fläche, welche dnreh die Be- 
wegung einer Geraden, die immer drei andere, beliebig im 
Räume gegebene Geraden schneiden soll, entsteht. Eine be- 
sondere Art dieser letzteren Flächen sind diejenigen, bei 
welchen in jedem Punkte die entgegengesetet gerichteten Krüm- 
mungen der Grösse nach einander gleich sind; diese Flächen 
sind diejenigen, deren Flächeninhalt ein Minimum iat.^^) 



Kriimmungslinieu einer beliebigen Fläche; 

hre Krümmungsmittelpnnkte und die Fläche, welche 

der geometrische Ort derselben ist, 

125. Gehen wir jetzt zu einigen Folgerungen über, welche 
aus den beiden KiUmmnngen einer krummen Fläche sich er- 
geben, und deren Kenntniss für die Künstler wichtig ist. 

Die nebenstehende Figur (Fig. 67) stelle einen Theil einer 
beliebigen krummen Fläche dar, auf welcher wir einen willkür- 
lieh gewählten Punkt P ins 
Auge fassen und uns in ihr 
die Normale der Fläche ge- 
zogen denken. Man kann, 
wie wir soeben gesehen ha- 
ben, in zwei verschiedenen 
Eichtungen von dem Punkte 
P zu benachbarten Punkten 
Q nnd P, übergehen, sodass 
die Normalen in diesen 
Punkten die Normale in 
dem Punkte P schneiden; 
diese beiden Eiehtnngen auf 
der Fläche schneiden sich 
unter rechten Winkeln. Es 
seien also PQ und PI\ 

diese beiden, in P auf einander senkrechten Richtungen, Von 
dem Punkte Q kann man ebenfalls in zwei verschiedenen 
Richtungen zn zwei anderen benachbarten Punkten R und Q, 
11* 




Fig, (17. 
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iibfirgehen, sodass die Normale in P die Normalen in diesen 
neuen Punkten sehneiilet; es seien QR nnd QQ, diese zwei 
zu einander senkrechten Eielitungen. Verfährt man in gleicher 
Weise [121] für den Punkt R, so findet man zwei Richtungen BS 
lind RR^, welche sich in R rechtwinklig schneiden; für den 
Punkt S findet man die beiden zu einander senkrechten Sich- 
tungen ST und SS,, und so fort. Die Pnnktreihe P, Q, R, S, 
T, . . ., für weiche je zwei benachharfe Normalen in einer 
Ebene liegen, bilden auf der krummen Fläche eine Curve, 
welche in jedem ihrer 
Punkte den Sinn einer der 
beiden Krununnngen der 
Fläche angiebt; diese Curve 
ist also eine Linie der er- 
Q Krümmung der Fläche 
1 zwai' die durch den 
Punkt r gehende. Stellt 
man die gleiche Betrach- 
tung, wie für den Punkt P, 
jetzt für den Punkt P, an, 
so kann man wiederum in 
zwei zu einander senkrech- 
ten Richtungen zu neuen 
Punkten 0, und P, flber- 
gehen, sodass die Normalen 
in diesen Punkten die Normale in P, sehneiden ; geht man in 
gleicher Weise, wie vorhin, weiter, so findet man eine neue 
Punktreihe P,, 0,, fi,, S,, T^, . . ., welche auf der Fläche 
eine andere Linie der ersten Krümmung und zwar die durch 
den Punkt P, gehende bildet. Verfährt man in gleicher Weise 
für die Punkte Pj, Pg, P,, - - -, welche man auf dieselbe 
Weise wie die Punkte P,, P, gefunden hat, so erhält man 
neue Linien der ersten Krümmung , P, Q, .ß, S, Tj . . . , 
P,Q,R^S^T^ . . ., P,Q,P,S,7', . . ., welche durch die Punkte 
P,, P.,, Pj, . . . gehen. Diese Linien der ersten Krümmung 
theilen die Fläche in Zonen ein. Die Punktreihe P, P,, P„ 
Pj, P„ . . . liat die gleiche Eigenschaft, dass die Normalen 
je zweier aufeinanderfolgenden Punkte in einer Ebene liegen, 
nnd bildet auf der Fläche eine Curve, welche in jedem ihrer 
Punkte den Sinn der anderen Krümmung der Fläche angiebt; 
diese Curve ist also eine Linie der zweiten Krümmung der 
Fläche. . Die Punkte Q, Q^, Q^, Q^, Q„ . . . bilden eine andere 




Fig. 68. 
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Linie der zweiten Rrämmiing und zwar die dnreh den Punkt () 
gehende. Ebenso bildet die Punkti'eihe R, ß,, R^, R^, R„ . . . 
eine weitere Linie der zweiten Krlimmung, nämlich diejenige, 
welche durch den Punkt R geht, und so fort. Alle Linien der 
zweiten Krünunui^ theüen die Fläche ebenfalls in Zonen ein, 
Da ferner alle Krömmungalinien der ersten Art alle der zweiten 
Art unter rechten Winkeln schneiden, so theilen diese beiden 
Curvensysteme die ganze Fläche in reehteek^e Flächenelemente. 
Diese Eintheilung der Fläche in rechteckige Elemente findet 
auch dann statt, wenn man nicht aus jedem von beiden Syste- 
men unendlich benachbarte Krtlmmungslinien, sondern solche in 
endlichem Abstände von einander nimmt. Bevor wir weiter- 
gehen, wollen wir hierfür ein schon bekanntes Beispiel an- 
filhren.2") 

126. Wenn man eine beliebige Umdrehnngsfläclie durch eine 
Schaar von Ebenen, welche durch die Axe gehen, schneidet, 
90 erhält man in den Sehnitteurven die Linien der einen Krlim- 
mung der Flache. [122] Denn damit eine Cnrve Krämmunga- 
linie einer Fläche ist, muss in jedem ihrer Punkte das Element 
des Cylinders, welcher die Fläche in dem betreffenden CuiTen- 
elemente berührt, eme zu dieser Cnrve senkrechte erzengende 
Gerade besitzen. Diese Bedingung findet hier aber nicht nur 
in jedem Punkte der Curve fUr ein Element eines diesem 
Funkte zngehörigen besonderen Cylinders statt — was völlig 
genügend wäre — , sondern sogar in allen Punkten der ganzen 
Curve fur denselben Cylinder. 

Schneidet man ferner die gegebene Umdrehungsfläelie durch 
eine Schaar von zur Axe senkrechten Ebenen, so erhält man 
als Schnittcurven Kreise, welche die Linien der anderen Krflm- 
mung der Fläche sind. Denn wenn man in einem Punkte 
eines ^eser Kreise die Tangente an den durch ihn gehenden 
Meridian der Fläche zieht und durch Bewegung dieser Tan- 
gente parallel zu sich selbst das Element eines die gegebene 
Fläche berührenden Cylinders erzeugt, so berührt dieses Ele- 
ment die Umdrehungsfläche in dem betrachteten Kreise, welcher 
senkrecht auf der erzeugenden Geraden des Cylinders steht. 

Bei jeder Umdrehungsfläche sind also die Meridiane die 
Krümmungalinien der einen Art und die I'arallelkreise diejenigen 
der anderen Art, und es ist ohne weiteres ersichtlich, daas sich 
diese beiden Curvenschaai'cn auf der Fläche unter rechten 
Winkeln schneiden. 

127. Zieht- man m allen Punkten einer der Krßmmungs- 
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lînien, z. B. PQRST ... die Normalen zu der gegebenen 
Fläche, so schneidet, wie wir wiasen, die zweite Normale die 
erste in einem bestimmten Punkte, die dritte Normale die 
zweite in einem änderen Punkte, und so fort. Die Gesammt^ 
heit aller dieser Normalen, von denen je zwei aufeinanderfol- 
gende in einer Ebene liegen, bildet mitbin eine abwickelbare 
Fläcbe, welche immer senkrecht anf der krummen Fläche steht 
nnd sie in einer KrllmmnngsUnie schneidet. Da diese Krüm- 
mnngsliuien liberall auf den Normalen, welche die abwickelbare 
Fläche bilden, senkrecht steht, so ist sie auch eine Krümmungs- 
iinie dieser letzteren Fläche. Die Kückkeiirkante der abwickel- 
baren Fläche wird von den sämmtlichen Schnittpnnkten je zweier 
benachbarten Normalen, welche zugleich Tangenten der Rflek- 
kehrkante sind, gebildet und ist eine Evolute der Cnrve 
PQRST . . .; sie ist der geometnsche Ort der Kriimmnngs- 
mittelpunkte aller Punkte dieser Cui-ve und zugleich auch der 
geometrische Ort der Mittelpunkte der ei-sten Krümmung [1231 
in allen Punkten der Fläche, welche auf der Curve PQRST 
. . . liegen. Stellt man für alle anderen KrUmmungslinien der- 
selben Art, also fflr P,Q,R,S,T^, P^Q^R^S^T^, . . . dieselbe 
Betrachtung an, so erhält man eine Schaar von abwlekelbareu 
Fläflhen, deren jede durch die Normalen längs einer dieser 
Krümmungslinien gebildet wird und in derselben die gegebene 
Fläche senkrecht durchdringt. Die Gesammtheit der Rüokkehr- 
kanten aller dieser abwickelbaren Flächen bildet eine neue 
krumme Fläche, welche der geometrische Ort von allen Mittel- 
punkten der ersten Krömmungen der gegebenen Fläche ist. 

Was wir soeben für die eine der beiden Flächenkrümmungen 
bemerkt haben, gilt in gleicher Weise auch für die andere. 
Denn zieht man durch alle Punkte einer Krflmmungalinie der 
anderen Art, z. B. der Linie PPJ\P^P, ... die Flächen- 
normalen, so liegen je zwei benachbarte in einer Ebene. Die 
sämmüichen Normalen bilden mithin eine abwickelbare Fläche, 
welche die gegebene krumme Fläche in der Krümmungslinie 
PPiP^F^P^ ... senkrecht schneidet, nnd für weiche diese 
Curve ebenfalls eine Krümmungslinie ist. Die Rilckk ehrkante 
der abwickelbaren Fläche ist der geometrische Ort der Krüm- 
mungsmittclpunkte der Curve PP^P^P^P^ . . . und zugleich 
der geometrische Ort der Mittelpunkte der zweiten Krümmung 
in allen denjenigen Fläebenpunkten , welche auf dieser Curve 
liegen. Die Beti-acbtnng der anderen Krilmmnugalinien der 
zweiten- Art, OO.OjQjO, . . ., Pß^R^RJi, ... , ... führt 
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zu analogen Reaultateu. Es bilden somit alle Normalen noch 
eine zweite Schaar von abwickelbaren Flächen, welche sämmt- 
lich auf der gegebenen krummen Fläche senkrecht stehen; 
die Röckkehrkanten dieser neuen abwickelbaren Flächen bilden 
eine zweite krumme Fläche, welche der geometriache Ort von 
den Mittelpunkten der zweiten Krümmungen der gegebenen 
Fläche ist. 

128. In einigen besonderen Fällen sind die Mittelpnnkts- 
flächen der beiden Krümmungen einer und derselben krummen 
Fläche von einander versehiedeuj d. h. sie können getrennt 
erzengt werden oder sie haben getrennte Gleichungen. Ein 
Beispiel hierfür bieten die Umdrehnngsflächen; bei diesen re- 
ducirt sich eine der Krümmnngamittelpunkteflächen auf die 
Kotationsaxe, wahrend die andere die ümdrehnngsfläehe ist, 
welche dui'ch Rotation der zum Meridian der ursprünglichen 
Fläche gehörenden Evolute um dieselbe Axe erzengt wird. 
Im AUgemeinen aber sind diese beiden [124] Krümmungs- 
mittelpunktsflächen nicht von einander verschieden, können 
nicht getrennt erzeugt werden, haben dieselbe Gleichung 
und sind nur zwei verschiedene Schalen der nämlichen krum- 
men Fläche. 

129. Alle Normalen einer krummen Fläche können daher, 
wie man sieht, als die Schnitte von zwei Schaaren abwickel- 
barer Flächen betrachtet werden, deren jede die gegebene 
krumme Fläche nnter rechtem Winkel in einer Curve, welche 
gleichzeitig eine KrUmmungslinie der gegebenen und der ab- 
wickelbaren Fläche ist, durchdringt und von denen jede Fläche 
der einen Schaar jede der anderen Schaar rechtwinklig und 
in einer geraden Linie schneidet.^'') 



Anwendungen der Kriimmungslinien auf den Stein- 
schnitt der Gewölbe und auf die Radirkunst. 

130. Wii fuhren zwei Beispiele an, um zu zeigen, wie 
nützlich diese allgemeinen Rfaultate in be-^timmten Flllen sein 
können. Das eiste Beispiel entnehmen wir der Biukunst 

Die Quadeisteinge wölbe sind aus einzelnen Sternen crbiut, 
welche man als bewolbsteme bezeichnet leder Gewölbstein 
hat mehreie Seiteuflachen, auf deien Heistelinng die grösste 
Sorgfalt veiwendet werden muss, nämlich 1 die vordere Seiten- 
fläche, welche, da sie einen Theil der sichtb^en überfliehe des 
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Gewölbes bilden soll, mit der gröasten Genauigkeit gearbeitet 
werden muas und douelie genannt wird; 2. die Seitenfläclien, 
mit welchen die benachbarten Gewölbsteine aneinandergrenzen 
und welche Fugen heissen. Die Herstellung dieser letzteren 
Flächen ei-fordert ebenfalls die grösste Genauigkeit; denn da- 
mit der Gewölbdmck des einen Quadersteines anf den be- 
nachbarten senkrecht zu der Fuge gerichtet ist, müssen die 
beiden Steine sich in einer möglichst grossen Anzahl von 
l'nnkten berühren, damit in allen der Druck möglichst klein 
und annähemd gleich ist. Man muss also bei jedem Gewölb- 
stein den Fugen so genau, als es eri'eiclibar ist, die Gestalt 
der Fläche wirklich geben, von welcher sie einen Theil bilden 
sollen, und um diesen Zweck leichter zu erreichen, müssen 
die Fugen die einfachste Gestalt besitzen und so genau als 
möglich leicht herstellbar sein, Ana diesem Gininde giebt man 
den GewJilbsteinen gewöhnlich ebene Fugen; aber nicht alle 
Gewölbflächen gestatten diese Anordnung, und bei manchen 
wfirde man den harmonischen Anblick, von welchem wir [125] 
sofort sprechen werden, zu sehr beeinträchtigen, wenn man die 
Fugen nicht als krumme Flächen gestalten würde. In diesem 
Falle muss man von allen krummen Flächen, welche überdies 
noch den anderen obigen Hedingungen genügen, diejenigen 
auswählen, deren Erz engunga weise die einfachste und deren 
Herstellung am genaaesten möglich ist. Von allen ki'ummen 
Flächen lassen sich aber diejenigen am leichtesten herstellen, 
welche durch die Bewegung einer geraden Linie entstehen, 
und von diesen vomehmlich die abwickelbaren Flächen. Wenn 
also die Fugen krumme Flächen sein müssen , so geataltet man 
sie — sofern es möglich ist — als abwickelbare Flächen. 

Eine der Hauptbedingungen, denen die Gestalt der Fugen 
der Steine genügen mnas, iat die, dass sie überall aenkreeht 
auf der von diesen Quadersteinen gebildeten Gewölbfläche sf«hen 
müssen. Denn wenn die beiden Fläehenwinkel , welche die 
sich berührenden Fugen zweier benachbarten Gewölbsteine mit 
der Oberfläche des Gewölbes bilden, merklieh ungleich sind, 
so kann der Stein, dessen Winkel einen rechten überschreitet, 
dem Gegendrucke des angrenzenden Gewölbsteines einen gi'össe- 
ren Widerstand enigegenaetzen als dieser ihm, und dadurch 
ist der andere der Gefahr ausgesetzt, an dieser Kante zu zer- 
splittern. Eine solche Zersplitterung aber verunstaltet nicht 
nur das Gewölbe, sondern kann sogar seine Festigkeit beein- 
trächtigen und die Dauerhaftigkeit des Gebäudes verringern. 
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Wenn also die Fuge eine kinimme Plä«he aein musa, so ist 
CS rathsam , dieselbe durch eine zur Oberfläche des Gewülbea 
aeDlîtechte Gerade zn erzeugen, und wünscht man ferner, dass 
die Fnge eine abwickelbare Fläche ist, so müssen je zwei 
benaehWte dieser Noimalen der Gewölbfläche, welche sozn- 
aagen die Fngen bilden, in einer Ebene liegen. Nun haben 
wir soeben gezeigt, daaa diese Bedingung nnr erfüllt aein kann, 
wenn alle Kormalen durch eine Krümmiingslinie der Gewölb- 
fläche gehen. Wenn also bei einem Gewölbe die Fugen der 
Gewölbsteine abwickelbare Fiä«hen sein sollen, so müssen sie 
nothwendiger Weise die Oberfläche des Gewölbes in Krüm- 
mnngalinien achneiden. 

Mit welcher Genauigkeit auch immer die Quaderateine eines 
Gewölbes hei^eatellt aein mögen, ihre Anordnung ist immer 
anf der Gewölbfläehe zn erkennen nnil bringt auf ihr sehr in 
die Augen fallende Linien hervorj welche nach all gemeingül- 
tigen öeaetzen verlaufen und anaserÄem noch besonderen, von 
der Art des Gewölbes abhängigen, Bedingungen genügen 
müssen. Von den allgemeingültigen Gesetzen beziehen sich die 
einen auf die Stabilität, die anderen auf die Dauerhaftigkeit 
des Gebäudes. Zu den Gesetzen dieser Art gehören die Vor- 
schriften, dass die Fugen eines jeden einzelnen Gewölbstoinea 
senkrecht aufeinander stehen [126] und senkrecht zu der Ober- 
fläche des Gewölbes verlaufen mftssen. Auch railssen die Linien, 
in welchen die Fugen der Steine die Oberfläche des Gewölbes 
schneiden, so verlaufen, dass diejenigen, welche die Gewölb- 
Üäehe in Schichten eintheilen, senki'eeht anf den anderen stehen, 
welche Linien eine Schicht wieder in einzelne Steine theilen. 
Was die besonderen Bedingungen anbetrifft, so giebt es deren 
verschiedene, und es kann hier nicht unsere Absicht sein, aie 
sämmtlich aufzuzählen. Die hauptsächlichste dieser besonderen 
Bedingungen ist, dass die beiden Schaaren von Fugenünien, 
welche sich sämmtlich rechtwinklig schneiden, dem Charakter 
der Gewölbfläche angepasst sind. Auf der Gewölbfiäehe giebt 
es aber keine anderen Curven, welche gleichzeitig alle diese 
Bedingungen erfüllen, als die beiden Schaaren von Krüm- 
mungslinien ; diese erfüllen aber alle Bedingungen vollkommen. 
Der Steinschnitt einer Gewölbfläche muss demnach immer nach 
ihren Krflmmungslinien geschehen, und die Fugen der Gewölb- 
steine müssen Theile der abwickelbaren Flächen sein, welche 
von den längs dieser Kvflmmungalinien enichteten Noi-malen 
der Gewölbfläehe gebildet werden. Für jeden Gewölbstein 
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hahen dann die vier Fugen und die einen TheÜ des Gewölbes 
bildende Voiderfläche sämmtlich rechteckige Gestalt. 

Bevor die geometrischen Betrachtungen, auf denen alles 
von uns soeben. Gesagte beruht, entdeckt waren, hatten die 
Künstler nur eine dunkle Vorstellung von diesen Gesetzen und 
dieser waren sie zu folgen gewöhnt. Hatte also z. B. die 
Gewölbfläche die Gestalt einer Ümdi-ehang3flä«he, wie z. B. hei 
Kuppe%ewÖ]ben oder bei Tonnengewölben, so vollführten sie den 
Steinschnitt derselben nach Meridianen und Paralleltreisen, also 
nach den Krüromungslinien der Gewölbfläche. 

Die Fugen, welche den Meridianen entsprechen, sind Theile 
von Ebenen, welche durch die Ase gelegt sind, und diejenigen, 
welche den Parallelkreisen entsprechen, Theile von Kotations- 
kegelflächen mit derselben Axe. Diese beiden Arten von Fugen 
sind zu einander und zu der Gewölbfläche senkrecht. 

Wenn aber die Gewölbflächen nicht eine so einfache Ge- 
stalt besassen und ihre KtUmmungälinien sich nicht in so her- 
vorstechender Weise darboten, wie z. B. bei elliptischen Ge- 
wölben und bei einer grossen Anzahl anderer, so waren die 
Künstler nicht im Stande, allen Bedingungen zu genügen, [127] 
und sie liessen in jedem besonderen Falle diejenigen unberück- 
sichtigt, welche ihnen die gcössten Sehwieiigkeiten darboten. 

Es wüi'de sich also empfehlen, dass in jeder Schule, welche 
in den Departements für den Unterricht in der darstellenden 
Geometrie eiTichtet würde, der Lehrer sich mit der Bestimmung 
und der Construction der Krummnngsliuieu von den Flächen, 
welche häufig in den Künsten Verwendung finden, beschäftigt, 
damit im gegebenen Falle die Künstler, welche aolchen Ünter- 
snchungen nicht viel Zeit widmen können, sieh mit Erfolg 
Rath holen und einfach die Eesultate dieser Untersuchungen 
benutzen könnten. 

131. Das zweite Beispiel, welches wir geben wollen, enl^ 
lehnen wir der Eadirkimst. 

In der Radii'kunst gieht man die Helligkeitsgrade, welche 
die verschiedenen Theile der Oberflächen der dargestellten 
Gegenstände zeigen, durch Schraffirungen wieder, welche 
mau um so stärker und enger ausflihrt, je dunkler der Ton 
sein soll. 

Wenn die Entfeniung, aus welcher der Stich betrachtet 
werden aoU, gross genug ist, dass die einzelnen Schratfiruiigs- 
striche nicht mehr wahrgenommen werden, so ist die Art der 
Sehraffirung fast ganz gleichgültig; der Künstler kann die 
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Sekraffimnjslinien, welche Gestalt er ihnen auch gehen mag, 
stets ao stark und so dicht ziehen, daaa er den gewünschten 
Helligkeitsgrad erzielt nnd die beahsichtigte Wirkung en'eieht. 
Wenn aher — und dies ist der häufigere Fall — der Stich 
ans solcher Nähe betrachtet werden soll, dass die einzelnen 
Schraffiningslinien erkennbar sind, so ist ihr Verlanf nicht 
mehr gleichgültig. Ea giebt vielmehr für jeden Gegenstand 
und fitr jeden Theil seiner Oberfläche Sohraffirungslinien, welche 
durch ihren Verlanf geeigneter als alle anderen sind, um eine 
Vorstellung von der Krümmung der Fläche au geben. Solcher 
besonderen SehraffirungsUnien giebt es immer zwei Ai-ten nnd 
einige Kadirer gebrauchen, um den gewünschten Helligkeits- 
grad leichter zu erzielen, beide Arten gleichzeitig, indem sie 
die ßchraffiruugslinien sich kreuzen lassen. Diese besonderen 
SchraffirnngaÜDien, für deren Verlauf die Künstler nnr ein 
unbestimmtes Gefühl haben, sind aber keine anderen als 
die Projecdonen der Krümmungslinien der darzustellenden 
Flächen. 

Da die Oberflächen der meisten Gegenstände nicht mathe- 
matisch streng definirt werden können, so können auch ihre 
Krilmmnngslinien nicht genau — weder durch Rechnung noch 
durch graphische Constructionen — bestimmt werden. Wenn 
aber die Künstler j» ihrer Jugend geübt worden sind, die 
Krümmungslinien (128] von einer grossen Anzahl verschiedener 
Flächen, welche mathematisch streng definirt werden können, 
zu bestimmen, so werden sie später sogar bei weniger exact 
bestimmbai'en Flächen ein empfindlicheres Auge und Gefühl 
für die Gestalt nnd die Lage dieser Linien besitzen. Sie 
werden die Schraffirungslinicn mit grösserer Sicherheit richtig 
zu ziehen wissen, nnd ihre Werke werden dadurch ausdrucks- 
voller. 

Wir gehen nicht weiter auf diesen Gegenstand ein, welcher 
vielleicht nur den geringsten von allen den Vortheilen dar- 
stellt, die sowohl die Künste als die Industrie aus der Errich- 
tung einer Schule für darstellende Geometrie in jedem Distrikte 
der Republik ziehen würden. 
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[129] Znsätze.=ä} 

I. Ueber die Schnittpunkte dreier Kreiacylinder. 

In dem Ai-tikel 4 (8. 7] wurde behauptet, dass drei gerade 
Cylinder mit Kreisgiimdiläohe im Allgemeinen aeht gemeinsame 
Schnittpnnkte haben. Die folgende Darlegung will diese Be- 
hauptung nicht beweisen, sondern nur an einem Beispiele zeigen, 
dass acht Schnittpnnkte möglieh sind. 

Betrachten wir zunächst zwei Cylinder und nehmen wir 
an, dass der eine einen merklich kleineren Durchmesser als 
der andere besitzt, und dass die Äsen beider Cylinder aich 
schneiden und einen Winkel, welcher bedeutend kleiner als 
ein rechter ist, mit einander bilden. Dann dnrehdiingt offenbar 
der Cylinder, dessen Durchmesser der kleinere ist, den anderen 
auf entgegengesetzten Seiten, indem er auf dessen Vorderseite 
und Rückseite zwei Sehnittcurven erzeugt, welche einander 
gleich und ziemlich langgeati-eckt sind. Nehmen wir dann 
weit«r an, daas der di'itte Cylinder einen Durchmesser hat, 
dessen Länge zwischen den Durchmesserlängen der beiden 
ersten Cylinder liegt, dass seine Axe diejenige des Cylinders 
mit dem grössten Durchmesser unter einem Winkel sehneidet, 
welcher weniger von einem rechten Winkel abweicht als der 
Winkel zwischen den Axen der beiden ersten Cylinder, und 
dass er die auf dem grössten Cylinder liegenden Sehnittcurven 
ungefähr in ihrer Mitte durchschneidet, so ist klar, dasa jede 
der beiden neuen Sehnittcurven, welche durch den Schnitt des 
mittleren mit dem grössten Cylinder entstehen, die beiden alten 
Sehnittcurven in vier Punkten schneidet, da die nenen Curven 
breiter und weniger lang gestreckt als die alten sind. Es giebt 
mithin auf der Vorderseite des grössten Cylinders vier allen 
drei Cylindermänteln gemeinsame Punkte und ebensoviele auf 
seiner Rückseite, also im Ganzen acht derartige Pnnkte. In 
gewissen besonderen Fällen kann diese Zahl kleiner sein und 
kann sich, je nach der Lage der drei Cylinder zu einander nnd 
den Grössenverhältniasen ihrer Durehmesser, auf sechs , vier, 
zwei und sogar auf KuU reduciren. 
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II. Viertes Beispiel für die Erzeugung 
krummer Flächen (Fortsetzung des Artikels 12). 

Geradlinige Flächen. Diese Flächen können immer 
durch eine unbegrenzte Gerade erzengt werden, «eiche sich 
so hewegt, dass sie beständig 
drei gegebene Cnrven, welche 
ihre Bewegnng leiten, schnei- 
det. Denkt man sich eine Sehaar 
von Kegeln eonstruirt, deren 
Scheitel die Pnnkte der ersten 
Curve k^ sind und welche sammle 
lieh die zweite Curve k^ als Leit- 
linie haben, so bestimmen die 
Punkte, in welchen cüese Flächen 
von der dritten Cnrve k^ ge- 
schnitten werden, die verachie- 
denen Lagen der die geradlinige 
Fläche erzeugenden Geraden. In 
der nebenstehenden [ebenso wie 
Fig. 70 perspectivisch gezeichne- 
ten] Fignr 69 seien k^ , h^, k^ die 
drei gegebenen Leitcurven. Hat 
man auf der Cnrve k, einen Punkt 
A, willkttrlich als Scheitel eines 
durch die Curve k^ gelegten Ke- 
gels gewählt, so schneidet dieser die dritte Curve in einem 
Pnnkte J„ welcher anf dem Kegel die Mantellinie Ä^ A, be- 
stimmt. Diese Mantellinie ist zugleich die durch den Punkt A^ 
gehende eraeugende Gerade der gei'adlinigen Fläche, 

Sind die di'ei Leitlinien k„ fc^, k^ Gerade, so erhält man 
eine windschiefe Fläche, welche die sehr bemerken s werthe 
Eigenschaft besitzt, dass aie durch die bewegliche Gerade auf 
zwei verschiedene Weisen erzengt werden kann. Die erste 
Erzengungs weise stimmt mit der obigen allgemeinen Bestimmung 
derartiger Flächen nberein: die beweghche Gerade schneidet 
bei ihrer Bewegung beständig drei gegebene gerade Linien 
k„ k^, k,. 

Die zweite Erzeugungsweise eipebt sich aus der ersten. 
Unt«r allen Geraden, welche die drei gegebenen Geraden &,, 
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/Cj, ^3 (Fig. 70) schneiden, wählt man di-ei, g^, g^, g^, willkürlich 
aus und betrachtet sie als neue Leitlinien. Dann kann sich die 
erzeugende Gerade auch 
so bewegen, dass sie 
heständig die drei Ge- 
raden y,, 3^,3, schneidet. 
Gleichgültig nun ob 
man die (Ii'ei gegebenen 
Geraden fc,, Aj, k^ oder 
die drei Geraden s,, 3,, 
^3 als Leitlinien benutzt, 
die bewegliehe Gerade 
erzeugt dieselbe wind- 
schiefe Fläche. 

Aus diese;' doppelten 
Erzeugunga weise folgt, 
das9 die Fläche als ein 
Gewebe dargestellt wer- 
den kann. Die Ketten- 
fäden gehen durch die gegebenen Geraden und die Einsclilag- 
fäden durch die Geraden 3,, g^, g^\ [131] durch jeden Punkt 
der Fläche gehen zwei Gerade, von denen die eine der Kette, 
die andere dem Einschlage angehört.^''') 




Fig. 70. 



III. Bestimmung der Tangentialebene an eine gerad- 
linige Fläche. (Fortsetzung des Artikels 30.) 

Aufgabe. (Fig. 71] In einem gegebenen Punkte P 
einer geradlinigen Fläche die Tangentialebene an 
dieselbe zu legen. 

Lösung. Es seien k^, k^, k^ die drei gegebenen Leiteurveu 
der erzengenden Geraden, P sei der auf der geradlin^en Fläche 
gegebene Punkt*); ferner seien A^, A^, A^ die Paukte, in 
welchen die durch den Punkt P gehende geradlinige Erzeu- 



*) Die Fignr ist perepectivisch gezeichnet zu verstehen. Wenn 
die gegebene geradlinige Fläche durch die Projectionon der drei 
Geraden auf zwei Projectionsebenen bestimmt worden wUre (wie 
es in den Beispielen des Artikels 30 und der vorhergebenden Artikel 
geschehen ist), so würde eine einzige Projection eines Punktes der 
windschiefen Fläche bereits die Lage des Punktes völlig bestimmeu. 
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gende die drei Leiteurven schneidet, uud (,, t^, t, die Tan- 
genten an diese Leitcui^ven in den Punkten J,, A^, A^. 

Consti-uii-t man die geradlinige Fläche, für welche die drei 
Tangenten t„ t^, (, Leiteurven sind, nnd stellen die Geraden 






Fig. 71, 

Ji J 9 <iiei tehehige Lagen der Erzengenden dieser Pia cLe 
\oi ao trkeint man leicht dass diese windschiefe Fläche mit 
dei gegebenen die Gerade i/, , längs welcher sich beide Flä- 
chen beiühien gemeiniam hat. Die Tangentialebene in dem 
1 unkte P ist dahei beiden Flächen gemeLnaam und beriihrt 
beide Hngs der beiaden / . Um aber in dem Punkte P die 
Tingentialebene in die zweite geradlinige Fläche, deren Leit- 
linien die drei Tangenten /,, t^, t^ sind, zu construh'en, muss 
mw zwei gende Linien bestimmen, welche in dieser Ebene 
hegen Nach dem zweiten Zusalae kann man aber durch jeden 
lunkt 1 diesei letzteien Fläche zwei Gerade ziehen, welcke 
gsnz auf dei Flache liegen; die eine derselben Ä^A^PA^ 
schneidet die drei deiideu )!,, (,, t^ und die andere PQK 
ckneidet die diei e zeugenden Geraden i;,, ^j, y^. Mithin 
ist die durch lie beiden Geiaden A,A, nnd l'R gelegte Ebene 
lie Tangenti il I ne im Punkte P an die gegebene geradlinige 
1 hebe 

[132] Diese Losung setzt vorang, dasa man Tangenten an 
die Leitcur^eu zu ziehen versteht. In dem dritten Theile Ist 
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aber gezeigt wordeo, wie mau Tangeuten au Curveu ziehen kanu, 
welche durch den Schnitt zweier bekannten krummen Flächen 
entstehen oder welche durch die nach einem gegebenen Gesetze 
erfolgende Bewegung eines Pnuktea erzengt werden. 

Nachdem so die Aufgabe, in einem gegebenen Pnnkte einer 
geradlinigen Fläche eine Tangentialebene an sie zu legen, ge- 
löst worden ist, kann man sich die umgekehrte Aufgabe stellen: 
»Die Taugeiitialebene einer geradlinigen Fläche ist 
gegeben; man soll ihren Berührungspunkt finden.» 

Die Lösung derselben ergiebt sich leicht aus dem Vor- 
hergehenden. Die Tangentialebene der geradlinigen Fläche 
geht nämlich sicher durch eine der geradlinigen Erzeugenden 
der Fiäche; es sei die Gerade p, diejenige, durch welche die 
Tangentialebene gehen muss. Dann bringt man die gegebene 
Tangentialebene zum Schnitt mit den Geraden g^, g^. Die 
durch diese beiden letzten Schnittpunkte gezogene Gerade 
sehneidet die Gerade ^, in einem bestimmten Punkte, welcher 
der gesuchte Berilbi'ungspunkt ist. 

Hierzu ist noch zu bemerken, daas, wenn eine Ebene eine 
abwickelbare Fläche berührt, die Berührung längs der ganzen 
Geraden, welche der Ebene und der Flä«he gemeinsam ist, 
stattfindet. Wenn eine Ebene dagegen eine windschiefe Fläche 
berührt, ao findet nur in einem Punkte der gemeinsamen Ge- 
raden Berührung statt, in allen anderen Punkten derselben 
aber achneidet die Ebene die Fläche, 
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Aufgaben, wie sie die dai'Stcllcndc Geometrie zu lösen lehrt, 
wiE-den von der Baukunst frühzeitig dem Menschen geatellt. Des- 
halb reichen anch die Anfänge der darstellenden Geometrie, trotz- 
dem sie als Wiaaenschaft verhältnissmäasig jungen Ursprunges 
ist, ebenso weit zurück, als die alten Culturvölker bei ihren 
Bauten Grundrisse, Aufrisse, Querschnitte und ähnliche geo- 
meti'ische Hülfsmlftel zu benutzen gelernt hatten. Ohne Kennt- 
niss dieser Mittel würde ihnen in der That die Errichtung 
ihrer grossartigeu Tempel- und sonstigen gewaltigen monumen- 
talen Bauten unmöglich gewesen sein. Es sind sogar von den 
Aegj-ptern auf Papyrus ausgeführte Grnnd- und Aufrisszeich- 
nungen, sowie auf Wänden aufgezeichnete Aufrisse von Säulen- 
capitälen noch erhalten. Der römische Schriftsteller Vttitivius 
{PoUw), dessen zehn, dem Äugiistve gewidmete Bticher Itber 
Architektur vennuthlich im Jahre 10 v. Chr.*) vollendet wurden, 
sagt, daas zu Entwürfen die lehnographie , die Orthographie 
und die Scénographie verwendet wDrden, von denen die erste 
die Abbildung auf dem Boden, die zweite die Abbildung der 
Fi'ontfläche und die letate die Ansicht der Front- und der zu- 
rückweichenden Seitenflächen**) liefere, und lässt damit eben- 
falls erkennen, dass das Grund- und Anfrissverfahi-eu zu da- 
maliger Zeit schon längst bekannt gewesen ist. 

Wie praktische Bedürfnisse die Grundlagen der darstel- 
lenden Geometrie geschaffen hatten, so ist auch ihre Portent^ 
Wickelung bis in das vorige Jahrhundert hinein auf das engste 
mit der Praxis , vornelunlich mit der Baukunst und Malerei 
verknüpft geblieben. Das Bestreben, mögliehst naturgetreue 

1 über Geschiciite der Mathematik. 
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Bilder zn liefern, zwang die Maler, den geometi'i sehen Gesetzen 
des Sehens nacLznspuren, und so entatand alJmählich die Lehre 
von der Perspective, welche die erste der beiden Aufgaben, die 
Monge in dem vorliegenden Werke [8. 3] der darstellenden Geo- 
metrie zuweist, löst. Die Baukunst dagegen war bemflht, die 
Lösung der zweiten Aufgabe, nämlich Aufgaben über räumliche 
Dinge auf Grund ihrer Abbildung auf eine Ebene dnreh Con- 
structionen in dieser Ebene zu lösen, zu erreichen. Auf die 
historische Ent\vickelung der Lehre von der Perspective kann 
ich nicht eingehen, da es hier nur meine Aufgabe sein kann, kurz 
zu skizziren, wie sich das Grund- und Anfri ssverfahren bis 
zu Mcmge's Zeit entwickelt hatte. In Bezng auf die Geschichte 
der Perspective, sowie auf die ausführlichere Darstellung der 
Entwickelung der speciellen darstellenden Geometile verweise 
ich auf den zwar kurzen, aber erschöpfenden geschichtlichen 
Abriss, welchen Glir. Wiejiei- in dem ersten Bande seines be- 
kannten Lehrbuches der darstellenden Geometrie 
(Leipzig, 1884) 8. 5 — 61 gegeben hat und welchem ich — 
bei der Uu zugänglichkeit der Originalwerke — hier öfter aus- 
schliesslich folgen muss. Es esistirt zwar noch die Geschichte 
der darstellenden und projectiven Geometrie mit be- 
sonderer Berücksichtigung ihrer Begründung in 
Frankreich und Deutsehland und ihrer wissen- 
schaftlichen Pflege in Oesterreich (Brßnn, 1897) von 
F. J. Obmrauch, welche aber den Titel einer Geschichte nicht 
zu rechtfertigen vermag. Der Verfasser gebietet über eine be- 
deutende Litteraturkenntnisa , and das Buch enthält daher 
viele Einzelheiten, welche in dem TFwHer'schen Abrisse nicht 
enthalten sein können. Diese sind aber nicht leicht aufzu- 
finden, weil das Buch ziemlieh unübersichtlich ist, nnd da 
ferner das Material nicht kritisch gesichtet ist, so findet sich 
Werthvolles nnd Werthloses in bunter Reihenfolge. Das Fehlen 
eines einheitliehen Planes in der Anlage des Werkes, sowie 
eine oft ermüdende Darstellungs weise und vielfache Wieder- 
holnngen bedingen es, dass das OfeHrojwA'sohe Buch trotz 
seines bedeutenden Umfanges von 442 Seiten — oder viel- 
mehr gerade wegen dieses — dem Leser nicht im Entfeni- 
testen eine solche klare Kenntniss von der geschichtlichen 
Entwicklnug der darstellenden Geometrie geben kann^ wie 
der vorzügliche Wiene^-^aohe Abriss. Von den beiden Theilen, 
in welche das Obc)iraiKh''aiihe Buch zerfallt, lässt der erste 
Theil, welcher eiue ausführliche Biographie von Monge giebt. 
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die angeführten Mängel noch in geringerem Maaase hervor- 
treten. 

Die Fortentwicklung des Grund- und AnfrisB Verfahrens im 
Mittelalter haben wir in den Bauhütten der damaligen Zeit zu 
suchen. Ausser Grundriss und Anfrisa verwendete man noch 
horizontale und verticale Querachnitte ; besondere Aufmerk- 
samkeit aber widmete man den Aufgaben über den sogenannten 
Steinschnitt der Gewölbe, auf welchen auch Monge in dem 
vorliegenden Werke wiederholt Bezug nimmt. Eine Menge von 
empirisch gefundenen Construction en, welche nicht immer streng 
richtig waren, wurden zur Lösung der sich darbietenden Auf- 
gaben benutzt. Nach den Gepflogenheiten der Bauhütten 
wurden die in einer Hütte verwendeten Conatmctionen den 
anderen gegenüber mögliehst geheim gehalten, weshalb sich 
ihre Kenntnisa nur langsam verbreitete. 

Als erstes Werk, welches die — bis dahin nur mündlich 
überlieferten — Constractionen über den 8t»inschuitt mittheilt, 
nennt Wiener {&. &. 0-, S. 22J den Traité de l'architec- 
ture von Philibert da l'Orme aus dem Jahre 1576. Ferner 
sind zu nennen JfaiAwi« /OMssej Secrets de l'architecture, 
1642, und D&rand, L'architecture des voûtes ou l'art 
des traita, et coupea des voûtes, 1643. Alle diese 
Werke theilen die Construetionen mit, ohne den Versuch zu 
machen, sie als richtig nachzuweisen; wie Wiener angiebt, 
werden in dem le tatgenannten Werke Durchdringungen von 
Flächen, Bestimmungen wahrer Gestalten, Umlegungen und Ab- 
wickelungen bereits benutzt. 

Einen wesentlichen Fortschritt in theoretischer Hinsicht 
bezeichnen die Schriften von Girard Desargues*) aus Lyon 
(1593—1662), von welchen aber nur die von seinem begab- 
testen Sehüler Abraham Bosse (1611 — 1678) herausgegebene 
Schrift: La pratique du trait à preuveSj de Mr. Des- 
argues, Lyonnois, pour la eoupo des pierres en l'ar- 
chitecture; Paris 1643, hier zu nennen ist. Diese Schrift 
ist auf Grundlage von Desargues' Gedanken verfasst, welcher 
auch eine Vorrede dazu geschrieben hat**). Wie Chr. Wiener 



*] M. Canlor, Vorlesungen über Geschichte der Mathematik. 
Bd. II, 1892. S. 617—621, 

**) Herrn M. Caiüor verdanke ich die fteundliche Mittheiiung, 
daae von Bosse'a Schrift in Band II, S. 5— 11 der Oeuvres de 
Desarf/tteg rÉnnies et analyBéea parM. PoKrfm [Paris 1864) die 
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anhebt, enthält dieselbe ein allgemeines Verfahren zur Bestim- 
mung der wahren Gestalt der GewOlbsteinflächen, welches auf 
einer allgemeinen Verändenmg der Projections ebene beruht. 
Das Verfahreu ist aber nicht einfach, und da es Bosse auch 
noch schwer veretändlieh beschi'ieben hat, so iiberraacht es 
nicht, dass Desargues, als sein geistiger Urheber, von den 
Praktikern, welehe »die geometrische Anffassnng zu Gunsten 
der bandwerksmässigen , wenn auch nachweislich nicht selten 
irrigen Uebnng bekämpften« {Cantor), heftig angefeindet wurde. 
Nur in einfachen Fällen wird das Verfahren der Aendernng 
der Projection sebenen jetzt noch angewendet; im Allgemeinen 
fuhren andere Methoden schneller und einfacher zum Ziele, 

Ich ei'wähne nur kurz den 1671 und 1676 erschienenen 
Euclidea adauctus et metbodicus des Italieners Camülo 
Guarino Ouanm, in welchem ein Abschnitt Betraehtungen 
aus der darstellenden Geometrie enthält*), und den Traité 
de la coupe des pierres von de la liue ans dem Jahre 
1728 mit vielen sehr genanen Zeichnungen, welche bei Her- 
ateilung der Vorlagen für die École polytechnique benutzt 
wurden, und wende mich dann zu dem französischen Officier und 
Ingenieur Frézicr (1682^1773), welcher der weitaus bedeu- 
tendste Schriftsteller auf dem Gebiete der darstellenden Geo- 
metrie vor Monge ist. Sein Werk: La théorie et la pratique 
de la eoupe des pierres et des boîs ou traité de stéréo- 
tomie erschien 1738 und 1739 in zwei Bänden in Strasaburg 
(Zweite Auflage in drei Bänden in Pai-is, 1754, 1768, 1769). 
Das Werk scheint jetzt sehr selten geworden za sein; es ist 
mir trotz vieler Bemühungen nicht gelungen, dasselbe zu er- 
halten, nnd ich musa mich daher streng an den von Öhr. Wiener 
gegebenen Bericht**) halten, dem auch if. Cantor aus dem glei- 
chen Grunde zu folgen gezwungen war***). FrézUr behan- 
delt in dem ersten Bande die Theorie far sich, wobei er zu 



Rede ist, und dass die von Dcsargues selbst verfaaste Vorrede eben- 
daselbst im Baod 1, S. 469—478 abgedruckt ist, Ich habe mich 
anf den Bericht von Ohr. Wimer {a, a. 0.. Bd. I, S. 23), weichet 
die Bbssfi'sebe Schrift selbst gesehen und ihr seine Angaben ent- 
nommen zu haben scheint, gestützt, znmal da Poudra, wie mir 
Herr Cantor mittheilte, im Allgemeinen von vollendeter Unklarheit 
nnd nicht immer zuverlässig ist. 

*) M. CoMlor, Vorlesungen über Geschichte der Mathematik. 
1898. Bd. III, S. 13. 

*♦) Clir. Wiemr. a. a. 0-, Bd. I, S. 23-24. 
**•; M. Cantor, a. a. 0.. Bd. III, 8. 767—768. 
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allen Consü'uctionen die zugehörigen Beweise giebt, und in 
dem zweiten Bande die Anwendungen auf die I'ra^a, welche 
Trennung bis dahin noch kein Sehrifteteller vorgenommen hatte. 
Zur Darstellung der räumlichen Gebilde benutzt Frézîer in 
erster Linie die orthogonale Parallelprojection , welche sman 
sich durch herabfallende Tropfen Tinte veranschaulichen soll*. 
Die Projectionsebene ist, je nachdem es sich um den Grund- 
riss (iehnographie, projection horizontale) oder um den Aufiiaa 
forthograpMe) handelt, horizontal oder vertical geatellt. Dann 
betrachtet Frexier die ebenen krummen Linien und die krummen 
Flächen, welche er dnrch Bewegui^ einer erzeugenden Curve 
entstehen läsat und von welchen er die windschiefen Flächen 
besonders eingehend bespricht; zu den letzteren zählt er noch 
Flächen, welche jetzt nicht mehr dazu gerechnet werden. 
Ferner construirt er die Dm'chdringungen von Körpern, indem 
er durch parallele Ebenen auf ihren Oberflächen Curven aua- 
achneidet, deren Dnrchachnittapunkte dem zn bestimmenden 
Schnitte angehören; hier betrachtet er vornehmlich die Schnitte 
von Cylindent, Kegeln, Kugeln und Ëllipsoiden und elassi- 
fieirt die hierbei erzeugten Cnrven. Ea folgen dann die Ab- 
wickelungen von Polyedern nnd krummen Flächen, so z. B. 
wickelt Fréxier den schiefen Kreiskegcl ab , indem er ihn 
durch eine eingeschriebene Pyramide von genügend grosser 
Seitenzahl ersetzt. Schliesslich bestimmt er die Ne^nngawinkcl 
von Flächen und löst dabei verschiedene Aufgaben über das 
Dreikant. 

Die Lehre von der Parallelprojection war also zu Monge'a 
Zeiten bereits weit entwickelt nnd ein reiches Material an Sätzen 
und Consti-nctionen, die zum Tlieil geometrisch streng begi'öndet, 
zum Theil aber auch nur praktisch erprobt waren, vorhanden. 
Der mächtigen geometrischen Begabung Moiige's aber blieb es 
vorbehalten, aus den vorhandenen Bausteinen, denen er selbst 
noch viele hinzufügte, die darstellende Geometiie als selb- 
ständige mathematische üisciplin anf wissenschaftlicher Grund- 
lage systematisch aufzubauen. Es sei hier nebenbei bemerkt, 
dass diese Disciplin aueh ihren Namen 'géométrie descrip- 
tive' Monge verdankt. Bevor wir uns aber näher mit seinem 
Werke beschäftigen, mögen kurz seine äusseren Lebensver- 
hältnisse geschildert werden. 

Gctspard Monge wurde am 10. Mai 1746 in Beanne, einem 
bnrgundischen Städtchen in dem Département Côte d'or ge- 
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boren, wo sein Vater Jacques Monge als Handwerker lebte. 
Trotz seiner ärmlichen Verhältnisse atiehte dieser aber seinen 
drei Söhnen Gaspard, Louis und Jean eine gute Ausbildung an- 
gedeihen zu lassen und schickte sie auf die von den Oratoristen, 
einer geistlichen Brüderschaft, geleitete gelehrte Schule seiner 
Heimathstadt. Dort zeichnete sich Gaspard Moitié in hervor- 
ragender Weise vor seinen Mifcächölern aus, und jeden Augen- 
blick seiner freien Zeit benutzend, suchte er sich in den auf 
der Schule wenig gepflegten eiaeten Wissenschaften gute Kennt- 
nisse zn verschaffen. Mit Hülfe eines aelbstverfertigten Win- 
kelmessinstrnmentea verfertigte er einen genauen (noch jetzt 
in Beaune aufbewahrten) Plan seiner Vaterstadt, welchem er 
es zu verdanken hatte , dass er mit 16 Jahren bereits Lehrer 
der Physik an der Oratoristenachule in Lyon wurde. Es kann 
deshalb mcht Wunder nehmen, dass die Oratoristen sich be- 
mühten, ihn ganz für ihren Orden zu gewinnen, was aber 
glöcklicher Weise an dem einsichtsvollen Widerspruche seines 
Vaters scheiterte. 

Monge kehrte in Fo^e dessen bald nach seiner Vaterstadt 
zurück und trat kurze Zeit später in die berühmte mihtärische 
Genieschule ku Mézièies ein, welche im Jahre 1748 gegründet 
worden war, um tüchtige Offieiere zur Leitung der Fortifica- 
tionsarbeiten in Frankreich heranzubilden. Die Aufnahme der 
Zöglinge, welche nach erfolgreich beendigten Studien sofort 
als Genieleutnants in die französische Armee eingestellt wurden, 
war aber an die Bedingung geknüpft, dass sie adliger Her- 
kunft seien. Mit der Schule war noch eine Hülfsschnle ver- 
bunden, welche geschickte Werkmeister für die Fesfungsbauten 
ausbilden sollte; an die Zöglinge dieser Hülfssehule wurde bei 
der Aufnahme keinerlei Bedingung hinsichtlich ihrer Herkunft 
gestellt, und in diese nur konnte daher Monge eintreten. Die 
Schüler der Hülfssehule wurden in den Elementen der Mathe- 
matik und in der Baucoustrueti on sichre unterrichtet, und mnssten 
dabei Modelle von Gewölbsteinen und anderen Constmctions- 
theilen aus Gyps anfertigen. Wegen dieser letzteren Thätig- 
keit hatten die Zöglinge der eigentlichen Geniesehule der Hülfs- 
sehule den Spottnamen »Gypsschule^ beigelegt. 

Eine der Hauptaufgaben der Befestigungskunst in jener Zeit 
bestand in dem Defiliren eines Festungswerkes, von wel- 
chem Monge auch in dem vorliegenden Werke (S. 51 — 52) 
ausführlicher spricht. Diese Aufgabe verlangt alle TheUe einer 
Befestigung so anzulegen, dass keiner derselben von der Ar- 
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tili eile eine a belagernden Feinde a direct bestrichen werden 
kann. Monge gab, als eine solche Aufgabe, welche man bis 
dahin nur durch umständliche Rechnungen zu lösen vermocht 
hatte, gestellt war, eine einfache geometrisehe Lösnng. Hier- 
durch erkannten aeine Vorgesetzten Monge's aus a ergewöhnliche 
Befähignngen und ernannten ihn im Jahre 1765 zum Kepetitor 
au der Anstalt. Achtzehn Jahre lang, bis 1783, wirkte Monge 
nnu als Lehrer in Mézières, wo er 1768 die Profesanr für 
Mathematik und drei Jahre später auch noch die för Phyaik 
erhielt. In Mézièrea schuf er, abgesehen von hervorragenden 
analytischen Abhandlnngen , seine darstellende Geometi'ie nnd 
unterrichtete anch in derselben. Vor die Oeffentlichkeit durfte 
Monge aber mit diesem von ihm geschaffenen Wissenszweige 
erst dreiasig Jahre spater treten, da ihm von seinen Vorgesetîten 
dessen Geheimhaltung aufs Sti'engste anbefohlen war; diese son- 
derbare Maassregel entsprang der Rivalität, welche zwischen den 
verschiedenen französischen Militärschnlen bestand nnd jede 
ihre Vorlheile sorgsam vor den anderen verborgen halten liesa. 
Auf Grund seiner analytisch- geometrischen Untersr.ehangen, 
deren Veröffentlichung ihm gestattet war, wurde Monge im 
Jahi'e 1780 zum Mitgliede der Pariser Akademie ernannt und 
erhielt gleichzeitig die Professur för Hydranlik im Lonvre, 
welche er bis zam Jahre 1783 gemeinsam mit seiner Stellung 
in Mézièrea inné hatte, indem er die eine Hälfte des Jahres 
in Paris, die andere Hälfte in Mézières lehrte. Als er im 
Jahre 1783 noch zum Examinator der Marinezöglinge ernannt 
worden war, verlieaa er seine Stellung in Mézières nnd sie- 
delte ganz naeh Paris tiber. 

Daaa die wen^e Jahre später ausbrechende Revolution von 
Monge mit Freuden begi'dsst wurde, kann nicht liberraachen, 
wenn man bedenkt, wie sehr er gerade unter den Privilegien 
der bevorrechteten Stände und dem Jahrzehnte lang auf ihn 
ausgeübten geistigen Drucke gelitten hatte ; bald genug lernte 
er freilich die Kehrseite keunen und erfuhr au sich selbst, 
dass die Kevolufion allea Andere, nur keine wahre Freiheit 
für den Einzelnen gebracht hatte. Vielleicht war diese Er- 
kenntuiss der wesentlichste Grand dafür, dass er sich später 
90 schnell mit dem Kaiserthume aussöhnte. Gegen seinen Willen 
wurde Monge nach der Entthronung Ludwigs XVI. im August 
des Jahres 1792 von der Nationalversammlung zum Marine- 
minister in jenem Ministerium ernannt, deasen Seele der furcht- 
bare Danton als Justiznii nister war. Sobald er es wagen 
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konnte, ohne befürcliten zu müssen, deshalb des Landesvorrathes 
beschuldigt zu werden, suchte er seine Entlassung als Minister 
nach, welche er aber erst im April 1793 erlangen konnte. Er 
tibernahm dann die Leitung der staatlichen Gewehrfabriken, 
Gesehützgiesaereieii und Pulvermählen, in welcher Stellung er 
sioli — trotz grösster Nothlage, da ihm die Republik wegen 
Geldmangels den Gehalt nicht zaMen konnte — die grössten 
Verdienste um die Vertbeidigung des Landes erwarb und noch 
Zeit fand, ein iimfangreiolies Werk Aber die Fabrikation der 
Kanonen zu verfassen. Alle diese Verdienste hinderten jedoch 
nicht, dass er unter Bohespierre's SchreekensheiTsehaft im Juli 
1793 von seiner Stellnng enthoben nnd in Anklag ezustand 
versetzt wurde; ea genüge, dass er im Convente gegen das 
Todesnrtheil Ludwig's XVI. gesprochen hatte, um ihn ver- 
dächtig erscheinen zu lassen. Dem ihm droheuden Verhängnisse 
entging er noch rechtzeitig durch die Flucht in das Ausland. 

Hach dem Sturze der Sehrectensregierung des Wohlfahrts- 
ausschusses kehrte Monge in sein Vaterland zurück. Da unter 
den Revolutionswirren fast alle Schulen im Lande eingegangen 
waren und nun ein gi'osser Lehrermangel sich fühlbar machte, 
so suchte der Couvent nach Mitteln, um so schnell als mög- 
lieh neue Lehrkräfte zu bekommen, und verfugte durch einen 
Erlass vom 30. Oct. 1794 die Errichtung der École nor- 
male, welche aber nur während der ersten vier Monate des 
Jahres 1795 wirklieh bestanden hat. Fünfzehnhundert durch Be- 
gabang ausgezeichnete Jünglinge wurden aus allen Departements 
ausgewählt, um in dieser Schule von den ersten Gelehrten 
Frankreichs unteiTichtet zu werden. Lagrange und Laplaee 
lehrten an derselben Mathematik, während Monge hier zum 
ersten Male seine darstellende Geometrie öffentlich vortragen 
durfte, in deren Unterricht ihn Lacroix und Hadieüe unter- 
stützten. Die Vorträge fanden in dem Amphitheater des Jardin 
des plantes statt, während die constitue tiven Üebnngen zu der 
darstellenden Geometrie in der zu Zeichensälen umgebauten 
Kii'che der Sorbonne abgehalten wurden. Monge eröffnete 
am 19. Januar 1795 seine Vorträge mit einer programmartigeii 
Rede, in welcher er in der nachdrücklichsten Weise auf die 
Noth wendigkeit einer Aenderung des Öffentlichen Unterrichtes 
hinwies. 

Um die französische Nation von der Abhängigkeit, in wel- 
cher sie sich von der ausländischen Industrie befinde, zu be- 
freien, müsse, so führte Monge aus, der Öffentliche Unterricht 
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in Frank reich bestrebt sein, Dioge zi3 lehren, welche Genauigkeit 
erfordern und dadurch die Schiller au sorgfältiges und exactes 
Arbeiten gewöhnen: es seien daher auch die Schiller mit dem 
Gebrauche von Inatnimenten , welche zur Heratellung präoiser 
Arbeiten dienen, vertraut zu machen. Ferner müsaen die Er- 
gebnisse der Naturforschuug immer weiteren Kreisen bekannt 
werden, da gerade diese Kenntnisse für den Fortschritt der 
Industrie von höchster Bedeutung seien. Schliesslich sei auch 
die Kenntniss der Maschinen nöthig, welche entweder Natnr- 
kräfte zu benutzen ermöghoheii oder dazu dienen, die Hand- 
arbeit zu vermindern und die Arbeitserzeugnisse gleichförmiger 
und genauer zu machen. Zur En'eichung dieser Ziele sei aber 
die Kenntniss der darstellenden Geometrie, dieser filr den In- 
genieur unerlässlieh nothwendigen Sprache, von ganz besonderer 
Wichtigkeit. Sie sei leicht zu erlernen, gewöhne die Schiller 
durch die mit dem Unterrichte zu verbindenden conatruetiven 
Hebungen au Präcision und wecke den For schnugs trieb, da sie 
sich immerfoi-t damit beschäftige, Unbekanntes aus Bekanntem 
zu ermitteln. Ferner ermögliche sie ein klares Vei-atändniss 
der Elemente der Maschinenlehre. Bis jetzt sei aber kein gutes 
elementares Werk Aber darstellende Geometrie vorhanden, ent- 
weder weil derselben von den Gelehrten zu wenig Interesse 
entgegengebracht, oder weil sie nur in mangelhafter Weise von 
Leuten gepflegt worden sei, deren ungenügende Vorbildung 
sie hinderte, die Ergebnisse ihrer Betrachtungen Anderen mit- 
zutheilen. Deshalb seien mündliehe Vorträge ohne wirklichen 
Nutzen, wenn nicht constructive Uebungen, welche zugleich 
die Schüler mit dem Gebrauche von Cirkel und Lineal vertraut 
machen, ei'gänzend hinzutreten. In diesen Uebungen seien auch 
die wesentlichsten Anwendungen der Projectionsmethode z. B. 
auf die Perepective, die Schattenlehre, den Stetnachnitt und die 
Maschinenlehre eingehender zu berücksichtigen. — 

Noch ehe die hicole noimale ihren ersten Cursus beendigt 
hatte, fiel sie bereits den politischen Miss Verhältnissen zum 
Opfer, weil die Schüler dem Convente nicht demokratisch 
genug gesinnt erschienen*). Im Jahre 1794 war aber bereits 
der Plan zur Gnlndung einer neuen Schule entstanden, welche 
die fi-Uheren, in der Revolution sämmtlich eingegangenen Mili- 
ttoschulen ersetzen sollte, und bereits am 28. Sept. 1794 ge- 

et les travaux seisu- 
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netmigte der Convent clie für die geplante Anstalt nöthigen, 
sehr bedeutenden Geldsummen. Die Schule selbst wurde erat 
im Jahve 1795, «ach Schliessung der École normale unter 
dem Namen École polytechnique eröffnet. Monge, welcher 
von Anfang an das Unternehmen eifrigst gefördert hatte nnd 
nach dessen Plänen die Schule eingerichtet war, sollte ihr 
erster Präsident werden ; da er aber ablehnte, wurde Laffiwif/e 
dazu ernannt. Bis zum Jahre 1809 war Monge als Professor 
fUr darstellende Geometrie an der École polytechnique thätig 
und ti'ug nicht zum wenigsten dazu bei, dass dieselbe wenige 
Jahre nach ihrer GrOndnng sich in ganz Enropa den glän- 
zendsten Ruf erworben hatte, welchen aie auch viele Jahrzehnte 
hindurch sich unvermindert zu erhalten wnssto. Wir finden 
in der ersten Hälfte dieses Jahrhunderts unter ihren Lehrern 
der Mathematik die berühmtesten französischen Mathematiker, 
welche zum grossen Tbeile früher selbst Schüler der Anstalt 
gewesen waren; aus den an ihr gehaltenen Cursen entstanden 
Lehrbticher, von denen viele zu den klassischen Werken der 
mathematischen Litterator gezählt werden. Nach dem Vor- 
bilde der École polytechnique wurden später die technischen 
Hochschalen in Deutschland, Oesterreieh und der Schweiz 



frige Thätigkeit an der École polytechnique wurde 
nur durch verschiedene politische Missionen unterbrochen, 
welche ihn nach Italien und später mit der napoleonischen 
Expedition nach Aegypten, wo er bis zu seiner Heimkehr 
Präsident des dort gegründeten ägyptischen Institutes war, 
führten. Gelegentlich der ersten Sendung Mon^/e's nach Italien 
lernte ihn Napoleon kennen und hochschätzen. Auch nach 
seiner Thronbesteigung bewahrte ihm Napoleon seine Freund- 
schaft und überhäufte ihn mit Titeln und Ehren. Aber selbst 
dem Kiwser gegenüber bewahrte Monge seinen Fi'cimuth und 
verhinderte dadurch manche Gewaltmaassregel, die derselbe in 
der ei-sten Zeit seiner Regiemng gegen die polytechnische 
Schule ausfühi'en wollte, weil ihre Schüler seiner Throuusur- 
pation anfänglich feindlich gegenüber gestanden hatten. 

Diese nahen persönlichen Beziehungen zu Napoleon waren 
jedoch auch die Ursache, dass nach seinem Sturze Mange unter 
der Verfolgung der Bourbonen zu leiden hatte. Er wurde 
im Jahre 1816 aller seiner Aemter und Würden fur verlustig 
erklärt und aus der Liste der Mitglieder der Paiiser Akademie 
gestrichen. In Folge dieser Schicksalsschläge fiel er in gei- 
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stige Umnachtung und verbrachte seine beiden letzten Lehena- 
jahre in völhger Theilnahmloaigkeit, bis ihn der Tod am 
28. Juli 1818 von seinen Leiden erlöste. 

Wegen ausführlicherer Mittheiinngen über Monge\ Leben 
nnd Wirken verweise ich noch auf die folgenden Biographien 
nnd Abhandlungen: 

Ch. Dupin, Essai historique sur les services et les tra- 
vaux scientifiques de Gaspard Monge. Paris, 1819. 
J'Y. Arago, Gaspard Moiige (Biographie Ine en séance pnbliqne 
de l'Aeadémie des sciences, le 11 mai 1846). Oeuvres 
complètes de Fr. Arago, T. Il, 8. 427—592, Paris 1854. 
Deutsche Ausgabe von W. G. HanM, Bd. II. 8. 347-484, 
Leipzig 1854. 
K. Mnk, Monge. Con'cspondenzblatt für die Gelehrten- uffd 

Realschulen Wöi-ttembergs, 1892, 7.— 10. Heft. 
G. 6. J. Jaeobi, Ueber die Pariser polytechnische 
Schule. Gesammelte Werke, Ud. VII, 8.355. Berlin 1891. 
Auf diese Darstellungen mnss ich auch hinsichtlich Monge's 
unsterblicher Leistungen auf anderen Gebieten der Mathematik, 
vornehmlich in der analytischen Geometrie, welclier sein be- 
rühmtestes Werk [Application de l'analyse à la géo- 
métrie) gewidmet ist, verweisen, da hier nur seine Verdienst« 
um die darstellende Geometrie zu würdigen sind. 

Die darstellende Geometrie nahm in den Lehrplänen der 
École normale und École polytechnique einen breiten Raum 
ein, indem ihr die halbe UnteiTichtszeit gewidmet war. »Die 
Zahl der von den Schillern in einem Jahre hergestellten Zeich- 
nungen übertrafen durch ihre Zahl nnd Schwierigkeit jede 
Vorstellung; es lassen sich diese Leistungen nur durch das 
Beispiel des Lehrers M. erklären»*). Monge'n Vorträge, welche 
"wie alle Vorti'äge an der École normale von den Pi'ofessoren 
frei gehalten werden mussten, wurden, von Stenographen nach- 
geschrieben und von Monge revidirt, zum ersten Male im 
Jahre 1795 in dem Joumal des écoles noi-males Bd. I— IV 
gedruckt veröffentlicht unter dem Titel: Leçons de géométrie 
descriptive, données à l'École normale, publiées d'abord en 
feuilles, d'après les sténographes. Die erste Ausgabe dieser 
Vorlesungen in Buchform erschien im Jahre VII der Republik 
(22. Sept. 1798 bis 22. Sept. 1799) unter dem Titel: öeo- 

*) Jaeohi, -Werke, Bd. VII, S, Mi. 
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raétvie descriptive (Leçons données ans écoles normales, 
l'an III de la république). Das Werk erschien in einer Reihe 
von Auflagen in den Jahren 1800, 1811, 1820, 1827, 1837, 
1847 (7. Aufl.). .Abgesehen von einzelnen Worten, deren Aeu- 
dernng wie z. B. république in empire, bez. royaume die in- 
zwischen veränderte Staatsform erkennen lässt, stimmen die 
verschiedenen Auflagen fast völl^ üherein; es sind auch stets 
dieselben Figuren benutet. Den einzelnen Auflagen sind ver- 
schiedene Supplemente angefügt, so z. B. der 3. Auflage (1811) 
ein Supplement von Hachette., der 4. nud 5. Auflage (1820 und 
1837) ein solches von Btisson. 

Monge sagt in dem Vorworte der. Ausgabe von 1798/99, 
dass das Buch nur den ersten Theil eines umfassenden Werkes 
über darstellende Geometrie bilden solle ; in einem zweiten 
Theile würde er die gegebenen Construclionen auf den Stein- 
schnitt, das Faehwerk, die Perspective, Schatten construction en 
und Masehiuenlehre anwenden. Die dazu gehörigen Zeichnungen 
seien auch schon gestochen nnd dienten jetzt den Schülern 
der polytechnischen Schule als Modelle; verschiedene von der 
Regierung ihm ertheilte Missionen, deren eine ihn jetzt nach 
Aegypten führe, hinderten ihn aber an der Vollendung des 
Werkes, welche auch nie erfolgte. 

In dem der vierten Auflage angefügten Supplement theilt 
Brisson einige dieser Anwendungen mit, welche er nach Mon^e's 
hinterlasse nen Aufzeichnungen bearbeitet hat, nämlich die 
Grundlagen der Schatten- und Beleuchtungslehre und der 
Perspective. 

Für die vorliegende erste deutsehe Ausgabe von Moitge's 
Géométrie descriptive ist die Ausgabe von 1798/99 be- 
nntat, da dieselbe einerseits als von Monge- selbst redigirt zu 
betrachten und andrerseits die erste selbständige Buchausgabe 
ist. Die am Schlüsse befindlichen drei Zusätze fehlen in den 
späteren Auflagen (wenigstens von der dritten an; die zweite 
war mir unzugänglich). Die 50 Figuren des Originals, welche 
für dasselbe von hervorragenden Künstlem gezeichnet und dort 
auf 24 besonderen Tafeln abgedruckt sind, zeichneu sieh durch 
vorzüghehe Ausführung, geschickte Annahmen und schöne Ver- 
hältnisse aus. Die üriginalflguren sind auf photographisehem 
Wege verkleinert und als Textfiguren in diese deutsehe Aus- 
gabe aufgenommen. Dem liebenswürdigen Entgegenkommen 
des Herrn Verlegei-s ist es zu danken, dass viele Figuren s ' 
doppelt voiiinden, um das lästige Umblättern b< 
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von Figur und Test ao viel als möglich zu vermeiden. Dass 
es an einzelnen Stellen doch noch nöthig ist, hat seinen Grnnd 
einerseita darin, daas eine andere typographische Anordnung 
nicht möglich war, andreraeita darin, daaa die doppelt aufzu- 
nehmenden Figuren vor Beginn des Druekea bezeichnet werden 
mussten. Nur wenige neue Figuren muaaten zur Ergänzung 
hinzugefügt werden; ea sind dies die Figuren Nr. 2, 34, 56, 
69, 70. Es lassen sich also, wenn nöthig, leicht die uraprdng- 
lichen Nummern der Figuren ermitteln, wenn man dieae IHgnren 
nicht mitwählt und jede der mehrfach vorhandenen übrigen 
Figuren nur einfach zählt. In allen Figuren ist aber die 
Bezeichnung in systematischer Weise abgeändert, da die ur- 
apriingliche nicht immer conséquent durchgeführt und sehr 
wenig uhersichtlich war. Ueber die Art der neuen Bezeich- 
nung ist in der Anmerkung 1 (S. 193) das Nöthige gesagt; 
ich hoffe, dass durch die sehr mühsame Arbeit, welche die 
ümänderuDg der Bezeichnung natürlich verm'sachte, leichte 
Uebersichtlichkeit erzielt ist. — Die Uebersetzung sehliesat 
sich thunlichat getreu dem Texte der Originalausgabe an, wenn 
auch die vorgenommene Aendernng der Bezeichnung in den 
Figuren öfter kleine Aenderungen im Texte nothwendig zur 
Folge hatte und manche Flüchtigkeiten, welche auf Rechnung 
der Stenographen zu setzen sind, beseitigt werden mussten. 
Die in eckigen Klammern eingefügten Zahlen sind die Seiten- 
zahlen der Originalausgabe von 1798/99: sie beginnen mit [5], 
da die Aufnahme der (8.184) erwähnten Eröffnungsrede ilfow^c' s , 
welche der Originalausgabe vorgednickt ist, sich hier nicht 
empfahl. 

Von den Supplementen, welche den späteren Ausgaben an- 
gehängt sind, habe ich keines in die Ausgabe aufgenommen, 
da sie ausser dem erwähnten Supplemente von Bnsson zu 
Monge überhaupt in keiner directen Beziehung stehen. Aber 
auch das von Brisson verfasste Supplement glaubte ich aua- 
schliesaen zu sollen, obgleich es nach den hinterlassen en 
Papieren Monge's verfaast ist; denn abgesehen davon, dass 
die Darstellung nicht von Monge selbst herrührt, hat Brisson 
auch seine eigene Theorie über die Stärke der Farbentöne 
hineinverflochten und dadurch enthält auch dieses Supplement 
zu viel fremdartiges. 

Durch seine Géométrie descriptive ist Monge der Be- 
gründer der darstellenden Geometrie als Wissenschaft gewor- 
den, indem er nach Sammlung und Sichtung des vorhandenen 
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Materials dasselbe durch eigne Sätze und Constructionen ausser- 
ordentlich hereicherte, alles systematisch ordnete und wissen- 
schaftlich vertiefte. Als wesentlichster Schritt, den Monge 
hierbei that, ist wohl seine Einführung der Schnittlinie der 
Grund- und Aufrissebene als Projectionaase anzusehen, welcher 
Name aber von Monge nicht gebraucht wurde; wie Wtemr 
angiebt, bezeichnete Monge diese Ase mit dem aus der 
Perspective entlehnten Namen ligne de terre, welcher in 
der Géométrie descriptive sich nicht ündet. Um diese Ase 
legte er dann die eine Projectionsebene in die andere um und 
en'eichte dadurch, die Vereinigung von Grund- und Aufriss in 
ein und derselben Ebene. Hieraus ergaben sich eine Menge 
von Vortheilen, so z. B, dass die beiden Projeclionen eines 
Punktes in einer Senkrechten zu der Projectionsase liegen, 
dass eine Ebene dureli ihre beiden Spuren, welche sich auf 
der Projectionaaxe achneiden, bestimmt ist, dass die Projec- 
tionen der Normalen einer Ebene senkrecht auf ihren gleich- 
namigen Spuren atehen, und andere mehr. Ferner ist seine 
Darstellung krummer Flächen hervorzuheben, welche er durch 
ihre scheinbaren Umriaae und die Projeclionen ihrer Erzeugen- 
den, von denen er gegebenen Falles zwei verschiedene Systeme 
von Erzengenden benutzt, bestimmt, Unreh alle dieae Maaas- 
nahmen konnte er nicht nur die früher bereita gelösten Auf- 
gaben einfacher lösen, sondern noch ungelöste und neue Auf- 
gaben in einfacher Weiae erledigen. Von besonderem Interesse 
ist der letzte Theil, in welchem Monge von der Krümmung 
der Curven und Flächen, den Evoluten, Erömmnngsiinien und 
abwickelbaren Flächen spricht; die Theorie der Krümmung 
hat er in seinen analytischen Abhandlungen, besonders in dem 
schon genannten Werke: application de l'analyse à ta géo- 
métrie geschaffen und eingehend begründet. Es ist intéressant, 
wie er dagegen hier diese Begriffe und ihre gegenseitigen Be- 
ziehungen auf Grund rein geometrischer Betraehtangen zu er- 
klären versucht. 

Die Form, in weicher Monge die darstellende Geometrie 
schuf, war eine ao vorzügliche, dass seine Nachfolger bis über 
die Mitte dieses Jahrhunderts hinaus nichts wesentliches daran 
ändern konnten. Seine Vorlesungen lagen entweder direct oder 
in freien Bearbeitungen (wie z. B. in dem ersten gi-össeren 
deutschen Werke über darstellende Geometrie: G. Sekretber, 
Lehrbuch der darstellenden Geometrie nach Motige's 
géométrie descriptive vollständig bearbeitet 1828/29) überall 
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dem Unterrichte iu der dai-stellendeu Geometrie zu Grunde. 
In der neueren Zeit wurde der wiasenaetaftliche Ausbau der 
darstellenden Geometrie durch die vornehmlich von dentscheu 
Mathematikern bewirkte Einflllirung der projectiven Geometrie 
weiter gefördert imd dadurch die analytisch- geometrischen Hülf 9- 
mittel, welche Monge und seine unmittelhai'en Nachfolger oft 
zur Begi'flndung der Construction en verwendet hatten, ganz 
aus der darstellenden Geometrie entfernt, wie ea ihrem rein 
geometrischen Charakter angemessen ist. 

Bei der grossen Bedeutung, welche die darstellende Geo- 
metrie jetzt für weite Bei'ufskreise hat, und bei der erhöhten 
Aufmerksamkeit, welche üu' neuerdings erfreulicher Weise auch 
an unseren deutschen Universitäten, wo sie so lange Zeit als 
Stiefkind behandelt worden war, zn Theil wii-d, hoffe ich, daas 
diese neue Ausgabe von Monge's Vorlesnngen Vielen erwünscht 
kommt. Denn es bildet nicht nur die Géométrie descrip- 
tive noch heute die wissenschaftliche Grundlage der darstellen- 
den Geometrie, sondern sie biet«t jedem Lehrer dieser Disciplin 
ein an Eleganz, Klarheit und vollendeter Form der Darstellung 
schwer erreichbares Vorbild dar. Kein Geringerer als Gauss 
spendet ihr in seiner Besprechung ihrer dritten Auflage in 
den Göttingischen gelehrten Anzeigen vom 31. Juli 1813 das 
hohe Lob: »Dem vorliegenden Werke über diese Wissenschaft 
müssen wir insbesondere das Lob einer grossen Klarheit und 
Concision im Vortrage, eines wohlgeordneten Ueberganges vom 
Leichteren zum Schwereren und der Reichhaltigkeit an neuen 
Ansichten nnd gelungenen Ausführungen beilegen, und daher 
das Studium desselben als eine kräftige Geistesnahrnng empfehlen, 
wodurch nnsfi-eitig zur Belebung und Erhaltung des echten, in 
der Mathematik der Neueren sonst manchmal vermissten geo- 
metrischen Geistes viel mit heigeti'agen werden kann*].* 

Wenn ich hier auch auf die W citèrent wickelung der dar- 
stellenden Geometrie in diesem Jahi-hundert nicht eingehen 
kann, da mir der znr Verfügung stehende Baum kaum eine 
Namen au fzählnng, welche überdies wenig Werth hat, gestatten 
würde, so mass ich doch dem französischen Mathematiker 
Lacroix (1765 — 1843) wegen seines Werkes Über darstellende 
Geometrie, welches 1796, also fast gleichzeitig mit den Jlfon^e- 
schen Vorlesungen erschien, noch einige Zeilen widmen. Dieses 

*) Gamn, Werke^ Bd. IV. S, Bôi). 
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Werk trügt den Titel: Compléments des éléments de 
géométrie. Essais de géométrie sur les plans et les 
surfaces nnd declit sich inhaltlich fast ganz mit Monge'a 
Géométrie descriptive. Lacrùkc betont in dem Vorworte seines 
Werkes ausdrUeklieh, dass er die Materialien zu demselben 
bereits vor dem Erscheinen der ^ow^e'schen Vorlesungen gehabt 
habe, dass mithin in demselben niebt eine blosse Nachahmung 
dieser erblickt werden dürfte. Die merkwürdige Ueberein- 
ätimmuiig der beiden Werke lasst sieh aber wohl folgender- 
maassen erklären*). Eine Construction, nämlich diejenige des 
Dnrchachnittes zweier ümdrehungsHäehen , deren Axen sich 
schneiden, hatte Lacroix, wie er selbst angiebt, von einem 
Schüler der Militärschule in Mézières erfahren. Ferner hatte 
er dann später zufällig Zeichnungen, welche in Mézières anter 
Monge's Leitung von den dortigen Schillern angefei-tigt waren, 
erhalten und es war ihm gelungen, die in diesen Zeichnungen 
versteckten Lösungen zu enträthseln. Dabei mag eine von 
Moiige früher selbst gethane Äeusserung Lacroix auf den richtigen 
Weg gewiesen haben; Monge hatte nämlich in einer Vorlesung 
über die Anwendung der Analysis auf die Geometrie, welche 
Lacroix besucht hatte, gesagt, dass er die Lösung von gewissen 
behandelten Aufgaben mit Hülfe von Zirkel und Lineal eben- 
falls besitze, sie aber nicht mittheilen dürfe. Die directe Ver- 
anlassung zu der Herausgabe von Lacroix'a Werke wurde dann 
seine Ernennung zum Hü Ifsprof essor für darstellende Geometrie 
au der Keole normale. Man darf demnach mêmes Erachtens, 
ohne Lacroix Unrecht zu thun, doch sagen, di^s sein Werk im 
Wesentlichen direct Monge's Gedanken wiedergiebt, wenn auch 
die hervorragende mathematische Geschicklichkeit, welche dazu 
gehörte, aus den Zeichnungen allein die Methoden herauszu- 
lesen, zu bewundern ist. 

lieber die Weiterentwicklung der darstellenden Geometrie 
in diesem Jahrhundert verweise ich auf den wiederholt ge- 
nannten geschichtlichen Abrias von Chr. Wietier und auf die 
dieshezilglichen Mittheilungen in den folgenden Werken: 
M. Oiasles, Aperçu historique sur l'origine et le déve- 
loppement des méthodes en géométrie [Bruxelles, 
1837; 2. édit. Pails, 1875) und Rapport sur les pro- 
grès de la géométrie (Paris, 1870). 

*; Chr. Wiejici; a. a. 0. Jid. T, S. 29- HO, 
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', KöUer, Die Entwickelung der synthetischen Geo- 
metrie, (Jahieaberieht der deiitacheii Mathematiker-Ver- 
einigung, Bd. V, Leipzig 1898. Bisher ist nur die erste 
Lieferung erachienen.) 



Specielle Textanmerkungeu. 

1) Zu S. 11. Monge hat in seinen i'iguren nur die Punkte 
mit Buchstaben bezeichnet nnd zwar in der Weise , dass die 
horizontalen Projectionen derselben mit grossen lateinischen 
Buchstaben, die yerticalen Projectionen mit den entsprechenden 
kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet sind. Dadurch war 
er gezwungen, für gerade Linien und Curven stets zwei, oft aber 
mehr Buchstaben zu verwenden. Die Projeetionsaxe ist bei 
Monge stets mit LM bezeichnet. Diese umständliche Bezeich- 
nung erschwert natürlich die Uebersicht sehr; deshalb ist in 
dieser neuen Ausgabe die Bezeichnung durchweg geändei-t 
und der jetat gebräuchlichen angepasst worden. Wenn auch 
die verschiedenen neueren Lehrbücher in Einzelheiten in der 
Bezeichnungsweise von einander abweichen, so haben aie doch 
alle dieselben Grandsätze anerkannt, welchen ich daher in dem 
vorli^enden Werke ebenfalls gefolgt bin. (Vgl. z. B. üohn- 
Pappetitz, Lehrbuch der darstellenden Geometrie. 1893. Bd, I. 
S. 5—6,) 

Es sind durchweg bezeichnet 

Punkte mit gi-osaen lateinischen Buchstaben: A, .... 
P, . . ., 

Linien (gerade und krumme) mit kleinen lateinischen 
Buchstaben: a, . . . , j, . , ., k, - , ., 

Ebenen mit grossen griechischen Buchstaben: A, - . ., 
E, . . . , 

Winkel mit kleincu griechischen Buchstaben: cc, ..., 
•P> ■ ■ ■', 

die horizontale oder erste Projectionsebene mit TT', 
die verticale oder zweite Projectionsebene mit TT", 
die Schnittlinie beider, d. i. die Projeetionsaxe mit a:: 
die horizontale und verticale (erste imd zweite) 
Projection eines Punktes P mit P' und P'\ bez. einer Linie 
g mit g' und g", 

Ostmld'ä Klssaitfr. 117. l'ä 
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der Schnittpunkt der Ebene P' F" F und der Axe x 
mit Pj;, 

die Spurpunkte einer Geraden ^ mit G^, f r^ , 

die Spurlmien emei Ebene E mit ,, e, , 

dei Schnittpunkt beidei Spurlinien mit dei Axe / mit E, 

yveuTï eine ebene Fikui um eine Axe m eme andere Ebene 
gedieht wird, so sind die gedrehten Elemente wieder mit den- 
selben Buchstaben bezeichnet, aber durch den oben odei unten 
in|;ehängten Iudex o odei i ausgezeichnet 

Eine bei M' nqi sich hlufig tmdende Anadmclvs^eise 
fl elehe auch m der l ebersetzung der Kilize wegen beibe- 
halten ist, sei hiei noch erwähnt Ist z B von dem Punkte P 
auf der Geraden ij, deien beide Pioiectionen g und q ge 
geben sind, die erste Projection P auf 7 bekannt, •io findet 
man, sagt Motiqe, die zweite Piojection P , indem man P 
ant g piojicirt, und meint damit dass man ein Loth \on P 
luf die 4xe x ftllen und bis zum Schnittpunkte mit j \ei 
Ungern soll 

2) Zu S 17 Muni/e unteiacheidet nicht in dei jeiat ge- 
biauohbchen ^eise Aniîysi"« und Algehii \on emonlei 
sondern braucht beide W ort« abwechselnd nach Belieben 
W«S natdrhch m der vorstehenden Antgabe beibek Uten weiden 
mnaste — Auf die angedeuteten Beziehungen zwisihen AI 
gebii und beometiie welche jetzt ihien \n3druck m dei Poi 
mentheone getunden hal en weist Mo je zu wiederholten M» 
len hm 

à) Zu b 34 Die gesetzmässige Bestimmung 1er Kopt 
und Lager- Stoss nnd WoIbfl\chen dei einzelnen Steine bei 
Mauern und Gewölben welclie aua bekauenen IJuideisteinen 
eibiut werden sollen bezeichnet man als btem odei \ u 
genschnitt [btereotomie Lnter Png beisteht mun 
m der Bauknust zunächst dit dünne (mit Mortel ausgefällte 
Schickt zwischen den aneinanderliegenden Flächen zweier be- 
nachbarten Baukörper, femer aber auch diese Flächen selbst, 
sowie die Linie , in welcher jene Schicht änsserlich sichtbar 
wird. 

4) Z/u S. 35. Monge gebraucht hier das Wort Philosophie, 
welches ich aber durch das besser den Sinn wiedergebende 
Psychologie ersetzt habe. 

5) Zu S. 41. Man erkennt bei Motige immer die Absicht, 
nur solche Coustructionen zu geben, welche immer, auch bei 
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beaehränttem Räume, anwendbar bleiben, wenn sie auch nicht 
die einfachsten sind. Um liier die zweiten Spnilinien der ge- 
suchten Tangentialebenen zu finden, würde es am einfachsten 
sein, die zweiten Spnipnnkte der Mantellinien, deren erste 
Projection die Gerade v;j' ist, zu bestimmen und diese bez. 
mit den Punkten , in welchen die ersten Spurlinien s, und (, 
die Ase x sehneiden, zu verbinden; diese zweiten Spm-punkte 
würden aber oft unzugänglich sein. 

In dem von Hachette der dritten Auflage der Geometrie 
descriptive hmzugefögten Supplemente sind einfachere Lösungen 
ftti verschiedene der von Monge behandelten Aufgaben gegeben. 

6) Zii S. 46 — 4S. Die hier milgetheilte Construction des 
kürzesten Abstandes zweier windschiefen Geraden ist von 
Monge in den späteren Auflagen unter Beibehaltung desselben 
Gedankenganges in den Einzelheiten etwas abgeändert worden. 
In der dritten Auflage fS. 44^46) — ob bereits in der zweiten 
Anf läge konnte ich nicht feststellen , da sie mir nicht zu- 
gänglich war — findet man statt der Abschnitte 1 — 3 [8. 4S 
— 48) die folgenden und statt der Figur 20 die nachstehende 
Figur 72. 

1)' »Um die erste Spurlinie s, der Ebene Z, welche durch 
die Gerade fi parallel au der Geraden h gelegt werden soll, 
zu finden, zieht man durch einen beliebigen Punkt von g eine 
Parallele i zn /*, deren Projeetionen bez. parallel zu /(' und /*" 
sind. Als diesen Punkt wählt man den Punkt A auf g, dessen 
verticale Projection der Schnittpunkt A" von g" mit /(" ist, 
und dessen h oi-izontale Projection der Schnittpunkt ^i ' des von 
A" auf die Ase x gelallten Lothes mit g' ist. Zieht man 
dann durch A' die Parallele*' zu h.', so ist dieselbe die ho- 
rizontale Projection der Hnlfsgeraden i, und ihre verticale Pro- 
jection i" faut mit h" znaammen. Durch den Schnittpunkt ^^" 
von h" =^ i" mit der Axe x zieht man ferner eine Senkrechte 
zu der letzteren, welche i' in dem ersten Spurpnnkte /, der 
Geraden i trifft. Die Verbindungslinie der beiden Spurpunkte G^ 
und J, ist dann ^e erste Spurlinie s, der Ebene Z.^^ 

2) »Um die geradlin^e Erzeugende m, in welcher der um 
die Gerade h als Ase constmirte Kreiacylinder von der Ebene T 
berührt wird, zu erhalten, muss man beachten, dass dieselbe 
zu h parallel ist und folglich ein Punkt ausreicht, ihre Lage zu 
bestimmen. Um einen solchen Punkt zu finden, legt man 
durch einen beliebigen Punkt der Geraden /*, z. B. durch 
ihren ersten .Spui-punkt H^ eine Ebene N senkrecht zu ihr. 
13* 
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Der Sclinitt dieser Ebene mit der Kbeue Z ist danu die Be- 
rührungslinie dieser letzteren mit dem durch S, gehenden 
Normal schnitte des Cylindera.« 




Fig. 72. 

sFerner wird die Ebene Z von der verticalen Ebene k'h 
in der zu h parallelen Geraden n = JV, (7 [n' = h') geschnitten 
[, welche von der Ebene N in dem Punkte C getroffen wird], 
Die Ebene N achneidet folglich die Ebene h' k in der zu h 
und n aenkrechten Geraden if, C, die horizontale Projeetionä- 
ebene in der an h' senkrechten Geraden Hj Z* [und also die 
Ebene X in der Geraden DG\. "Wenn man hierauf die Ebene N 
um ihre erste Spurlinie II, D niederlegt, so behält der Punkt I) 
unverändert seine Lage bei, während der Punkt C in den 
Punkt C° auf h' fällt, dessen Lage man fo^endei-maassen 
erhält. = 

>Man legt die verticale Ebene h'hn um h' in die erste 
Projeetionsebene um nnd bestimmt zunächst den Neigungs- 
winkel der parallelen Geraden h und n gegen dieselbe. Zu 
dem Zwecke erricbtflt man in dem Schnittpunkte B' der ver- 
ticalen ■ Geraden A"A' mit h' das Loth B'^'' ^ ^,^-i" und 
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verbindet B" mit /f, durch die Gerade h", welche mit h' den 
gesiicliteu Winkel einsohüesst. [^Hierauf zieht man dnreh den 
ersten Spnrpiuikt JV, von n die Parallele n" zn h'' nnd er- 
richtet in E^ ein Loth auf h" , welches die Gerade «•' in dem 
Punkte C , dem mit der Ebene hlh niedergelegten Punkte C, 
trifft. H^ G'' giebt den senkrechten Abstand des Punktes ö 
von der Geraden h\ besehreibt man also mit H^ C^ einen 
Kreisbogen um if,, so ist der Schnittpunkt desselben mit k' 
der gesuchte Pnnkt C.] *) Die Gerade B C" ist dann die 
niedergelegte Bei'ühningslinie der Ebene Z und des von der 
Ebene N auf dem Cylinder ausgeschnittenen Kreises. Fällt 
man also von dem Punkte H^ das Loth H^E" auf die Gerade 
D C'i, und beschreibt mit H, E" um H^ als Mittelpunkt einen 
Krcia, so ist er der niedergelegte Schnittkreis des Cylindera 
und der Ebene N. Klappt man den Punkt E° zurück, so muas 
durch ihn die Berührungsgerade m gehen, deren erste Pi'ojec-' 
tion folglich die durch .£/" parallel zu h' gezogene Geradem' 
ist. Die Gerade m schneidet die gegebene Gerade g in dem 
Punkte P, dessen Projectionen P' und P" sind und durch 
welchen die Linie des kflrzesten Abstandes geht.« 

3) »Fällt man von P' ein Loth auf die Spurlinie s,, dessen 
Verlängerung h' in dem Punkte Q' schneidet, so ist Q' der 
Endpunkt der horizontalen Projection der gesuchten Linie des 
kürzesten Abstandes. Projicirt man Q' auf die Gerade h", so 
erhält man Q" nnd folglich in P" Q" die verticale Projection 
des gesuchten Abstandes. = 

7) Zu S. 62 — 6ö. Monge hat zuerst den Satz bewiesen 
(Feuilles d'analyse appliquées à la géométrie, à J'nsage de 
l'école polytechnique, publiée la première année de cette école 
[an Ht de la république], Paris [an IX] 1800/1801. Nr. 6), 
dass die BerBhmi^scurve eines Tangentialkegels an eine Fläche 
(*'*''■ Ordnung anf einer Fläche [n — 1)*^' Ordnung liegt. Sind 
$", ri, 'Q die Coordinaten der Kegelspitze und F = <} die Glei- 
chung der gegebenen Fläche, so ist die Gleichung jener Fläciie 
[n — t)'" Ordnung: 



*) In der Aasgabe von 1811 ist der Text in diesem und dem 
vorigen Abschnitte ziemlich unklar. Des leichteren Verständnisses 
wegen habe ich einige Sätze umgesteUt und ergänzende in eckigen 
Klammern hinKii gefügt. 
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Hieraus folgt füi- w = 2 sofort, dass die Curve, in welcher 
ein Tangentialkegel an eine Fläche zweiter Ordnung diese 
bertihrt, eine ebene Curve, also ein Kegelschnitt iat. 

Aus diesem Satze lässt sich aber der Sata in dem Art. 40 
ohne Weiteres in derselben Weise folgern, wie dies Monge in 
dem letzten Abschnitte des Art. 39 für die ümdrehungsflächen 
zweiten Grades thut. Der obige Hlllfssatz liegt auch diesem 
Beweise in dem Art. 39 zu Grunde ; ohne die Kenntniss dieses 
Satees ist daher auch Mongß\ Beweis über Pol und Polare 
nieht überaeugend. Zu veimuthen iat, d^s Mùnge den Satz 
Aber die Bertthi'nngacurve eines Tangentialtegels an eine Fläche 
zweiten Grades in seinen gleiclizeitigen Vorlesungen Aber ana- 
■lytisehe Geometrie schon abgeleitet hatte und deshalb in der 
Vorlesnug über darstellende Geometi'ie ihn als bekannt vor- 
aussetzte, zumal er einen rein geometrischen Beweis desselben 
nicht besass. 

Ftlr die Kugel und ihren Tangentialkegel ist der obige 
8atz sofort evident, nnd deshalb ist auch Monge^^ Beweis 
(8. 62 — 64) für den Satz, dass sich die Berührungasehne eines 
von einem ausserhalb gelegenen Punkte an einen Kreis ge- 
zogenen Tangentenpaaies um einen Punkt dreht, wenn sieh 
der erste Punkt auf einer Geraden bewegt, und für dessen 
Umkehrung so überaus aiigenföllig. Man liest darauf weiter 
mit einiger Verwunderung Monffe'a aus den obigen Gründen nicht 
beMed^nden Beweis des analogen Satzes für beliebige Kegel- 
schnitte; man hätte eher erwarten dflrfen, dass er den al^e- 
meinen Fall durch Centralprojeetion ans dem specielleren ab- 
leiten würde, zumal dies bereits früher von Philippe de la Hirn 
geschehen ist (Nouvelle mßthode en géométrie pour les sec- 
tions des superficies coniques et cylindriques et«., Paiia, 
1673 und Sectiones eonieae in novem libres dîstributae, 
Paris 1685*)). 

Da der Kürze wegen im Voratehendeu und auch in dem 
Inhaltsverzeichnisse die Bezeichnungen Pol und Polare ge- 
braucht worden sind, so sei bemerkt, dass sieh dieselben bei 
Monge nii^ends finden, sondern erst jüngeren Ursprunges sind. 
Wie Ihtpin in seinem Essai historique angiebt, findet sich 
das Wort Pol zuerst in einer Arbeit von Servern {Gergonne, 
Annales des mathématiques 1810/11. Bd. I, S. 337) nnd das 
Wort Polare zuerst in einer Arbeit von Oergomie (am glei- 

*i E.- Koller, a, a. 0., S, 46-47. 



Hosted by 



Google 



clieii Orte, 1812/13 Bd. III, S, 297,; aie scheinen sich auch 
nur langsam eingebörgert zu haben, da sie — wie E. Kolter 
(a. a. 0., 8. 49] ansieht — Lam6 IHl« noch nicht gebraucht 
hat. — 

Die Haupteigenschaft der Polaren eines Kegelschnittes, 
daS3 sie nämlicli für jede Gerade dnrcli den Pol der geome- 
ö'isehe Ort des dem Pole und ihren beiden Curvenschnitt- 
punkten zugeordneten vierten harnionischen Punktes ist, war 
bereits im Alterthnme bekannt, und ist von Apollonius fflr 
einen ansserhalb eines Kegelschnittes gelegenen Pol und von 
Vapims för den Kreis bewiesen. Dann hat Desargues in sei- 
nem berühmten Bronillon project d'une atteinte aux 
événemens des rencontres d'un cône avec un plan* 
vom Jahre 1639 den Satz allgemein mit Hülfe von Involutio- 
nen bewiesen. Ferner hat rfe la Htir m den oben genannten 
Abhandinngen den'Satz ffir den Kieis bewie'^en nnd ihn dann 
durch Projection verallgemeinert. 

Die Entwickelnng der Lehre von den Polaieigenscbatten 
findet man ausführlich dargestellt in E Kott''>\ schon ge 
uanntem Berichte fa. a. 0. S. 45 — 52, 83— ha). \gl. aneh 
W. Fiedler, Cyklogi-aphie (Leipzig 1882, S. 54—105, 156 
—168). 

8) Zu S. 68 — 70. Nach einer Anmerkung in dem Be- 
richte von E. Köüer (a. a. 0. 8. 112, vorletzte Anmerkung) 
scheinen die Betraehtungen, mit Hülfe deren Monge die 8ätze 
von den Aehnlichkeitsasen dreier Kreise (S. 68 — 69) ableitet, 
auf (fAlembei't zurückzuführen zu sein [vgl. Nova Acta ac. sc. 
imp. Petropolitanae 1805, Bd. 14, S. 139—152). — 

In dem Satze über die vier Kugeln hat Monge die drei 
Aehnlichkeitsebenen übersehen, welche zwei innere und vier 
äussere Aehnliehkeitsp unkte enthalten. Bezeichnet Äf^j den 
äusseren und J^u den inneren Aehnliehkeitsp unkt der "beiden 
Kngeln K^ nnd K„ (für q, a = 1, 2, 3, 4 und p ^ a), so 
erhält man durch Anwendung der Sätze über die Aehnlich- 
keitsasen dreier Ki'eise leicht die folgenden acht AehnUch- 
keitsebenen, in welchen die von je 4 Aehnlichkeitsasen gebil- 
deten vollständigen Vierseite liegen: 



de Besarguts réunies et analysées par M. Pondra. 
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•^li ■^ii -^11 ''ta "^91 '^■iu fehlen bei Monge. 
R, J,, /,, /,, J,, SJ 



^1 



9) Zm s. 72 — 77. Die von Mon^e bei der hier gegebenen 
Construction benutzte zweite Umdrehnngsfläche ist im Allge- 
meinen, wie leicht naehznweisen ist, ein einschaliges Kotations- 
hyperboloid , welches mit der gegebenen Umdrebungsfläehe 
dieselbe Axe a besitzt und deren erzeugende Gerade die ge- 
gebene Gerade g ist. 

Zieht man (vgl. Fig. 32 oder 33) die Linie des kürzesten 
Abstandes der Geraden g und der Umdrehungsaxe a, so ist, 
da a_Ln' und || TT" ist, ihre erste Projection das von Ä' 
auf g' gefällte Loth Ä' B', welches zugleich auch ihre wahre 
Länger anhebt. Der Kreis S '^g' ist also die erste Projec- 
tion des Eehlkreises der von der Geraden 3 erzengten Rota- 
tionsfläche, nnd die zweite Projection dieses Kehlkreises ist das 
von B" auf a" zu fällende Loth B"M"; der Pnnkt M (mit den 
Projectionen M' ^ Ä\ M") ist der Mittelpunkt des Kehikreises. 

Je zwei Punkte der Geraden g, welche von dem Punkte B 
gleiche Abstände haben, bescbreibeu bei der Rotation der Ge- 
raden Parallelkreise mit gleichem Eadius; daraus folgt, dass 
fftr die entstehende Eotationsfläche die Ebene des Kehlkreises 
eine Symmetrie ebene ist. 

Um nun noch die Meridiancui've der Fläche zn bestim- 
men, betrachtet man einen beliebigen Punkt G der Geraden g. 
Dieser beachveibt bei der Bewegung der Geraden einen Pa- 
rallelkreis, dessen Eadius gleich A' G' ist Simmt man dann 
in der durch die Ase a und den Punkt C gehenden verticalen 
Ebene ein rechtwinkliges Coordinatensystem an, dessen y-Axe 
in die Kotationsase a und dessen Anfangspunkt in den Mittel- 
punkt M des Kehlkreises fällt, so ist A' G' gleich der Abscisse 
X nnd G' C -~ B' B, d. i. der Abstand des Punktes G von der 
Ebene des Kehlkreises, gleich der Ordinate y des Punktes G. 
Bezeichnet noch y, den Neigungswinkel der Geraden g gegen 
die Horizontalebene, so ist offenbar B' G' = (G'G — B'B) ctg /, 
= Î/ ctg ^1 , und mithin folgt aus dem Dreiecke ^'^'6'': 



Hosted by 



Google 



Die Meridiancnrve ist also eine Hyperbel nnd die durch die 
Rotation der Geraden tf erzei^^ Fläche folglich ein einschaliges 
L'mdrehungshyperboloid. Die Nehenaxe der Meridianhyperhel 
fällt in die Rotationäase a, ilre Hauptase ist gleich der dop- 
pelten Länge des kürzesten Abstandes von a und g und ihr 
Asymptoten Winkel ist gleich 2/,, 

Wenn sieh a und g sehneiden, so artet das Kotatîonshyper- 
boloid in einen geraden Kreiakegel aus. 

Nach diesen Angaben ist die Hyperbel l" leicht zu zeich- 
nen und daher die von Monge gegebene Lösung der 6. Auf- 
gabe (Art. 47) ziemlich einfach durch zoftthren. Diese Lösung 
ist wohl für alle Umdrehungsflâchen , welche nicht von der 
zweiten Ordnung sind, die einfachste überhaupt. 

10) Zu S. 78. Das erste gedruckte Vorkommen des Aus- 
druckes Curve doppelter Krümmung, welches bis jetzt 
nachzuweisen ist, findet sich, wie M. Caiitm-*] angiebt, in einer 
Abhandlung von Henri Pitot (1695 — 1771), welche aus dem 
Jahre 1724 und deren Nachtrag aus dem Jahre 1725 stammt 
(Histoire de l'Académie des sciences. Année 1724, erschienen 
1726. 8. 113). Pitot spricht dort von der gewöhnliehen Schrau- 
benlinie, -welche sich dadurch von der Spirale oder Schnecken- 
linie — mit welchem Namen die Alten auch jene bezeich- 
neten — unterscheide, dass sie auf der krummen Oberfläche 
eines Köi'pers liege und eine Cui've doppelter KiUmmnng sei. 
Vielleicht wfirden sdiese Arten von Ourven doppelter Krüm- 
mung eines Tages den Gegenstand von Untersuchungen der 
Geometer bilden«. 

11) Zu S. 88. Die jetzt gebräuchlichen Bezeichnungen 
wahrer und scheinbarer Umrias finden sich bei Monge 
noch nicht. Die änssersten geradlinigen Erzeugenden, von 
denen er in diesem Falle redet, sind also der zweite wahre 
Umriss des Cy linder a . 

12) Zw S. 9t Hier gilt wieder das in der Anmerkung 5 
Gesagte, Am einfachsten erhält man in dem Punkte Dg" die 

*) M. Ganiur, &. a, 0, Bd. IL S. 428. 
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Tangente an die Curve l^", wenu man die Tangente ( bis zu 
ihrem Schnittpunkte iS' mit B' C verlängert nnd dann den 
Pnukt S' in den Punkt S" auf ö, projicirt. Der Punkt S 
bleibt omgeändert, wenn man die Ebene E um BC parallel 
zu TT" dreht; folglich ist die Verbindungslinie von 8" mit D„" 
die gesuchte Tangente. Die Punkte S', S" werden aber oft 
aosserhalb der Zeiebenfläehe zu liegen kommen. 

13) Zu S. !)2. Monge giebt nie au, längs welcher Mantel- 
linie er sich die abzuwickelnden Cylinder- und Kegelfläclien 
aufgeschnitten denkt, und auch aus seiner in den Figuren ge- 
brauchten Bezeichnung ist dies nicht ohne Weiteres zu erkennen. 
Ich habe in den Figuren, welche die Abwickelungen geben, 
dieselben Buchstaben gesetzt, mit welchen die entsprechenden 
Punkte auf der Fläche selbst und in dem Grund- und Aufriss 
bezeichnet sind, und ihnen noch den Indes a, bez. b angehängt. 
Dadurch sind die Figuren der Abwickelungen ohne jeden Com- 
mentar verständlich. 

14] Zu, S. 112. Der Punkt J,., d. i. der Schnittpunkt von 
J' -J" mit der Axe x, ist in die Figui'en 44 und 45 im Inter- 
esse der Deutlichkeit absichtlich nicht eingetri^en. — 

Die hier von Mmige gegebene elegante Construction für 
die Abwickelung einer beliebigen Kegelfläche und einer auf 
ilu' liegenden Curve mit Htilfe einer concentrisehen Kugel ist 
im Vergleiche mit dem gewöhnlich benutzten, von Frésier bereits 
ai^ewandten Verfahren, nach welchem man den Kegel dnrch 
eine eii^eschrlebene Pyramide von genügend grosser Seiten- 
zahl ersetzt und deren Oberfläche dann abwickelt, umatänd- 
licher, da es eine zweifache Abwickelung des sphärischen Ke- 
gelschnittes nöthig macht. Ich kann mich auch Chr. Wieners 
(a. a. 0,, Bd. I, S. 28) Meinung nicht anschliessen , dass das 
J/owje'sche Verfahren weniger Punkte zu couatruireu erfordere 
als das Fr&sier' icii% sondern es scheinen mir beide gleichviele 
zu verlangen. 

15) Zu S. lis. Giles Persone*\ (1602—1675) nannte sich 
nach aeinem Heimatorte Persone de Eobenai, später nur Mo- 
berval. Er wai' Profeaaor der Mathematik am Collège Royal 
in Paris. Seine Schriften sind in dem aechaten Bande der 
Mémoires de TAcadémie Eoyale des Sciences, éd. 1730 ver- 
einigt. Dort (S. 3—67) ist auch die von RobervaPä Schüler 
du Verdus verfasste Abhandlung Observations sur la com- 

*) jlf. Crmior., a. a. 0.. Bd. II. S. 800—814. 
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position des moui-emena et siir le raoyca de trouver 
les touchantes des ligues goiu-1)6S zu finden, in welcher 
Iloberval's Methode der Tangente nbestimmung veröffentlicht wor- 
den ist; diese Ablianâlan^ ist von Boberml, mit einigen, aber 
nicht allen nöthigen Verbesaenmgen versehen, im Jahre 1668 
der Akademie vorgelegt, Mersenm hatte bereits im Jahre 1644 
eine Andeutung der Mobervarscihen Methode veröffentlicht. 

Im Jahre 1644 hatte TorrwelU eine der lioljenxLCsth.f^n sehr 
ähnliche Methode der Tangentenbestimmung in seinen Opera 
geometrica mitgethellt, weshalb ihm Rohcn-al in einem ge- 
druckten offenen Briefe, welcher vermuthlieh ans dem Früh- 
jahre 1647 stammt, den Vorwiu'f des geistigen Diebstahles 
machte. Nach M. Cantor'% eingehenden, höchst interessanten 
Darlegungen ist aber die ganze Anklage Rohervati hinfällig 
nnd es haben vielmehr Eobeital und TorricelU nnabhängig von 
einander und annähernd gleichzeitig ihre Methoden gefonden. 
Zugleich ergiebt sich, dass Rdberval in seinem offenen Briefe 
an TorricelU nicht immer streng bei der Wahrheit gehliehen 
ist, da er nach seinen Behauptungen 1636 im Besibse des 
Tangentenverfahi-ens gewesen sein will, während er es frühe- 
stens im Jahre 1639 gefunden hat. — 

Roberval hat sein Verfahren auf verschiedene ebene Curven, 
z. B. die Kegelschnitte, Cycloide, Kreiseonchoide, «. a. ange- 
wendet, wobei er aber auch auf Fälle atiess, in denen es ver- 
sagte, [MoiOucla, Histoire des mathématiques, Paris 1799, Bd. II, 
ß. 49). Trotzdem aber sind ihm, ivie es scheint, keine Zweifel 
an der Richtigkeit seines Verfahrens in seiner allgemeinen und 
zu unbestimmten Fassung gekommen. In der That Ist das 
Verfahren unzuverlässig und fahrt leicht zu falschen Ergeb- 
nissen; es bedarf stets einer genauen Untersuchung, in welcher 
Weise die Zerlegung der Gesammtbewegung in zwei seitliche 
Componenten vorgenommen werden muss, damit die Bobennl- 
sche Methode eine richtige Tangentenbestimmung liefert. Die 
nothwendige Bedingung dafür ist, dass die Zerlegung der Ge- 
sammtbewegung in zwei von einander unabhängige Seitenbe- 
wegungen geschieht, dass also der Satz von dem Parallelo- 
gi-amm der Geschwindigkeiten anwendbar ist. 

In der von Monge gegebenen Fassung, nach welcher die 
Gesammtbewegung in jedem Punkte der Bahn in zwei seitliche 
Bewegungen zerlegt wird, deren jede stets nach einem festen 
Punkte F^, bez. F^ gerichtet ist, also in dem Eutfemeu von 
diesem Punkte oder AÜnähern an ihn besteht, fflhrt die Methode. 
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wenn nicht Ij und F^ beide im Unendliclien liegen, sogar nur 
in einem besonderen Falle zu einem richtigen Ergebnisse. 

Legt man ein rechtwinkliges Coordinaten System zn Grunde, 
dessen positive x - Ase in die Richtung F, F, und dessen 
Anfangspunkt in den Halbirungspunkt der Sti'ecke F^F^ fällt, 
und bezeichnet die Winkel, welche die positive a:-Axe mit 
den Radiiveetoren r, und r^ von F^, bez. J''^ nach dem Cnrven- 
pnnkte P und mit der Tangente in P bildet, mit (jo,, i/j^, 
und Xi ferner den Winkel, den die Richtung F^P mit der 
Tangente in P bildet, mit tp — alle Winkel im umgekehi-ten 
Sinne des Uhrzeigers durchlaufen —, so ist bekanntlich . 
dr, = — coa rp^dx-{- sin c/i, dy, dr^ = cos (p^dx-\- sin f/ij dy. 
Wenn nun die Bewegung des die Curve erzeugenden Punktes 
dadurch definirt ist, dass in der Zeiteinheit seine m-fache 
Geschwindigkeit in der Riehtnng des einen Radinsveetor gleich 
seiner «-fachen in der Richtung des anderen, also 

ist, so ergiebt sich hieraus nach leichter Rechnung : 
jg „ ^ ^ ^ _ m QOS fp, — H (MS ^P, ^ 
dx m sin '/>, — » sin (p^ 

Da X = 'Z' + 'fi ist, so folgt weiter 

Berechnet man aber den Winkel ip, welchen die Richtung FP^ 
mit der nach dem iJoöejrai' s eben Verfahren construirten Tan- 
gente einschliesst, so findet man: 

f. IT; = OT ain (y. — y,) ^ 

" ^ « + Mi cos ((/Î, y J 

ip stimmt aUo im Allgemeinen nicht mit ip uberein, sondern 

nur für- — ^ = 1 , also n = ±m\ d. h. die vorgenommene 

Zerlegung der Gesammthewegiing ist nur fflr die Ellipse nud 
Hyperbel zulässig. 

Weiter erkennt man sofort, dass das iîoÈÊîT-ai'sche Ver- 
fahren anwendbai' ist, wenn die Gesammtbewegung in zwei 
seitliehe Bewegungen, welche stets zwei einander schneidenden 
Geraden, bez. parallel sind, zerlegt wird. 
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Chr. Wiener hat anf Grund eiues von ilim gegebenen aU- 
gemeinen Verfahrens znr Conatmction der Tangente einer be- 
liebigen Curve (a. a. 0, Bd. I, S. 170—172) eine Kritik des 
Boberval' schtn Verfahrens gegeben und kommt dabei zti den 
gleichen Resultaten, leh kann mich daher seinem TJi-theile, 
dass es am besten sei, die Anwendung des Verfahrens zn yer- 
vermeiden, nur voll anschliessen. 

16) Zu S. 120 — 121. Monge hat sieh hier geirrt; die ao 
erzeugte Cnrve ist nicht eine doppeltgekrflmmte Curve , son- 
dern eine gewöhnliche Ellipse, um dies nachzuweisen, miiss 
man die folgenden Säfae zu Hülfe nehmen, welche ich, um 
den eigentlichen Beweis nicht zu unterbrechen, voranstelle. ■ — 

Nimmt man auf der Peripherie einer Ellipse zwei belie- 
bige Punkte E, , E^ an und construirt um sie als Mittelpunkte 
Kreise, welche sich in einem der beiden Brennpunkte, F 
schneiden, so liegt der äussere Aehnlichkeitspunkt dieser 
Kreise auf der zu F gehörigen^ Leitlinie l. (Um diesen Satz 
zu beweisen, braucht man nur die Aehnliehkeit der beiden 
Dreiecke, welche man erhält, wenn man von E^ und E^ 
die LotheB,ffj und E^U^ auf l fällt, und die Beziehung 
E. F E,P 
=r^f = -.=;— ZU beräcksichtigen.i Aus diesem Satze folgt aber 

sofort welter, dass die zu F gehörige Leitlinie / die äussere 
Aehnlichkeitsaxe dreier Kreise ist, deren Mittelpunkte auf der 
Ellipse hegen, und welche sich in dem Brennpunkte F schnei- 
den. Wenn es also (iberhaupt eine Ellipse giebt, welche 
durch drei beliebig gegebene Punkte E„ E^, Ej hindurchgeht 
und einen Ln ihrer Ebene beliebig gegebenen vierten Punkt F 
zum Brennpunkte hat, ao giebt es auch nur eine Ellipse und 
ihre zu F gehörige Leitlinie / ist durch den vorigen Satz be- 
stimmt. Hieraus folgt unmittelbar der 

Hllifssatz 1. Haben zwei in derselben Ebene gelegene 
Ellipsen einen Brennpunkt gemeinsam, so können sie sich 
höchstens in zwei Punkten schneiden. 

Der zweite Hülfasatz ist zuerst von Dupin [Vgl. Corresp. 
de l'école polyt., Bd. L 8. 22; Bd. U. 8. 387 und Développe- 
ments de Gcom., S. 280: aufgestellt worden; er lautet: 

Hülfssatz U. Wenn zwei Punkte im Baume in Bezug 
auf eine beliebig gegebene Ellipse oder Hyperbel die Eigen- 
schaft der Brennpunkte haben , d. h. wenn die Summe , bez. 
Differenz ihrer Abstände von einem veränderiichen Punkte des 
gegebenen Kegelschnittes constant ist, so liegen sie aul' einem 
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zweiten Kegelachaitte, welcher die Brennpunkte des ersten zn 
Scheiteln und seine Scheitel zu Brennpunkten hat nnd dessen 
Bbene senkrecht auf der Ebene des ersten steht. Sind umge- 
kehrt zwei solche Kegelschnitte, sog. Focalkegelschnitte ge- 
geben, 80 haben je zwei Punkte des einen die Eigenschaft 
der Brennpunkte für den andern. 

Da die OsteaM'schen Klassiker in erster Linie für Stndi- 
rende i)estimmt sind, so halte ich es nicht für überftlssig, den 
von Dandelin (Nouv. Mém. de l'Ac, de Bmxelles, 1822, Bd. 2, 
S. 171—173 und 1826, Bd. 3, S. 1—14) gegebenen ausge- 
zeichneten Beweis dieses Satzes hier mitautheilen, zumal der- 
selbe nicht so bekannt zu sein scheint, als er es durch seine 
ausserordentliche Einfachheit und Anschanlichkeit verdient. 

Schneidet raan einen geraden Kreiskegel durch eine Ebene, 
welche nicht einer Mantellinie parallel ist, und eonstruirt die 
beiden dem Kegel einbesehriebenen Kugeln, welche die schnei- 
dende Ebene in den Punkten F und F' nnd den Kegelmantel 
in den Kreisen /; und k' berühren, so sind F nnd F' die 
Brennpunkte des von der Ebene ausgeschnittenen Kegelschnit- 
tes. Denn da die von einem Punkte an eine Kugel gezogenen 
Tangenten gleiche Länge haben, so ist, wenn man durch die 
Kegelspitze S eine beliebige Mantellinie zieht, welche den Ke- 
gelschnitt in dem Punkte M und die Berührungs kreise in K 
und Ä"' trifft, 

MF = 31 K, MF' = MIC ; 
da nun A'A" constant ist, ao ist entweder die Summe oder 
Differenz von MF und MF' constant, die Schnittcuive also 
entweder eine Ellipse oder Hyperbel mit den Brennpunkten F 
und F'. 

Im Falle der Ellipse ist für jeden Punkt M derselben 
SM— MF= SK^ const., SM+ MF' = SK' = const. 

Aus diesen Gleichungen toigt wenn M p ncn /weiten Punkt 
der Ellipse bezeichu t 

SV— SV == ¥r- l/r= !/ 7 — VF . (1) 
I egt m^n dann durch die Ellipse einen ?weiten geraden Kreis- 
kegel dessen Spitze '' aui S-\ mmetnerücksichten etenfalls in 
"1er auf der Ellipse senkiecht stehenden Ebene FF S' li^en 
t uss so st 
s V— s U = ± 1/r— V 7 =± M F —MI'), (2) 
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wo je nach der Lage von S^ zu ,S entweder die oberen oder 
die unteren Zeichen zn nehmen sind. Lässt man nnn die 
beiden Punkte M und M' in die Scheitel der grossen Halb- 
axe der Ellipse faUen, so besagen die Gleichungen jl) und (2), 
daaa der geometi-ische Ort der Kegelspitzen S die zu der Ellipse 
gehörende Pocalhyperbel ist, da die absoluten Beträge von 
MF — M'F, bez. M' F' — MF' gleich der doppelten Ex- 
centricität der Ellipse sind. Aus den beiden Gleichungen folgt 
weiter, dass SM-\-S,M oder SM — S^M constant ist, je 
nachdem S und A', auf verschiedenen Aesten der Pocalhyperbel 
oder auf demselben Aste liegen. 
Im Falle der Hyperbel ist 
SM — MF = SK = aoxist,— S3I + NF' = SK' = eonst. 
Hat Ä'i die analoge Bedeutung wie zuvor und ist M' ein zweiter 
Vunkt der Hyperbel, so ist 
SM+SM' = 3[F-\-M'F=MF--{'M'F'=\2I+s V [3 

Läsat man -M und M' in die Scheitel der H^peibel tallen so 
aind die beiden mittleren Summen in (3) gleich der dippelten 
Excentricität , und folglich ist jetzt der geometrische Oit dei 
Kegelspitaen S die zu der Hyperbel gehörige Focalellipse Zu 
gleich ergiebt sich aus (3), daaa SM — S^ M constant ist 

Bei der von Momjc angegebenen Conatruction entsteht die 
Curve ala Schnitt der Eotationshj'perboloide mit den Bienn 
punkten Â, B nnd A, C. Ftir jeden Punkt M des Schnittes 
ist daher 

AM-{- BM= const., Jif+ GM= tonst 
lat M' ein zweiter Punkt der Schnittcurve , so folgen weiter 
die Gleichungen: 

AM— AM' = EM' — B_M = CM' ~ 031 , 
welche für je zwei beliebige Punkte des Schnittes gelten. Lässt 
man jetzt M und M' in die zwei Punkte F und F' fallen, in 
welchen sich (nach Hülfasatz I) die in der Ebene -àSC7 lie- 
genden Meridianellipsen der beiden Rotationsflächen — wenn 
sie sich überhaupt schneiden — nur treffen können, so erkennt 
man, dass die drei Punkte Ä, B, G auf einer Hyperbel liegen, 
deren Brennpunkte F und F' sind, und zwar liegen B, C auf 
dem einen und A auf dem anderen Aste dieser Hyperbel. Da 
nnn ffir jeden Punkt der zu dieser Hyperbel gehörigen Focal- 
ellipse [nach, dem Hfilfssatze U) die Summe seiner Ahständo 
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von A nnd B sowohl als A und C constant ist, so folgt, dass 
sich die beiden Rotation sellipsoide in dieser Foealellipse dnvch- 
dringen nnd offenbar auch nur in dieser. 

Damit sich die beiden Rotationsellipsoide wirklich schneiden, 
ist, wie nebenbei bemerkt sein mag, nothwendig und hinrei- 
chend, dass der Abstand der beiden Brennpunkte B und C 
von einander grösser ist als der absolute Betrag der Differenz 
der beiden Rotationsaxen. ■ — 

Zugleich erkennt mau aber auch an dem von Monffc ge- 
wählten Beispiele, dass seine Erweiteiiing der EohermVachen 
Methode auf die Construction von Tangenten an Ranmcnrven 
noch unzuverlässiger ist als die ursprüngliche Methode fUr 
ebene Carven. Mimge's Erweiterung versagt schon für den 
hier vorliegenden einfachsten Fall, dasa auf den di-ei Radii- 
vectoren AM, BM, GM gleiche Strecken von Jf aus abzutragen 
sind, während in dem analogen Falle bei ebenen Cnrven die 
itoèermrsche Methode noch richtige Resultate lieferte. Da, 
wie eben geze^t ist, die Curve eine Ellipse ist, so muss die 
Tangente in einem beliebigen Puukte M derselben in ihrer 
Ebene liegen. Nach Mongc^a Verfahren kann man aber Tan- 
genffln erhalten, welche einen beliebigen Winkel mit dieser 
Ebene einschlieasen. Lässt man z. B. die Punkte A und B 
in die Brennpunkte der Ellipse fallen und den Punkt C den 
durch B gehenden Ast der Focalhypçrbel dni'chlanfen, so er- 
zengt [nach dem HtllfssatÄ 11) der Punkt M zwar stets dieselbe 
Ellipse ; coiistniirt man aber fflr jede Lage des Punktes C das 
zugehörige Parallelepipedon in dem Punkte Jf, so ändert sich 
augenscheinlich die Richtung der von M ausgehenden Diago- 
nale zugleich mit der Lage des Punktes C, nnd nur wenn C 
mit B zusammenfällt, giebt die Diagonale wirklich auch die 
Cur ven tangente in dem Punkte M. 

Das Verfahren ist nur zulässig, wenn die drei Seitenbewe- 
gungeu des erzeugenden Punktes durch seine Entfernungs Ver- 
änderungen parallel zu den Axen eines beliebigen räumlichen 
Pai'alletcoordinatensystems bestimmt sind. 

17) Zu S. 130. Nach den Angaben von de la Gourmnc 
(Discours sur l'art du trait et de !a géométrie descriptive. 
Paris 1855. 8. 22) sind die Niveancurven zuerst im Jahre 1738 
von Ph. Bvache angewendet worden, welcher durch Zeichnung 
der "Üferiinien zu verscWedenen Zeiten die durch Ebbe und 
Flttth bewirkte Bewegung des Meereswassers veranschaulichte. 
Bald darauf verwendete Ducarla die Niveaulinien, um die 
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(îrenzcn des Uübcracliwemmiiiigsgeliidtes l»ci viii'stliiüdoucni 
lloehwabserstande anzugeben. Auch die BeimtKuiig der K<itoii 
stammt ungeföhr aus derselben Zeit. Moityc dürfte mit der 
Verwendung der Koten, Niveaulinien und den Linien des atärk- 
üten Falles in Mézières vertraut geworden sein, wo sie zur 
Lüsung von Defilementsaufgaben vielfach gebraucht wurden. 

Näheres über kotirte Dai'stellung und topographische Flä- 
chen findet man in dem ausftihrlichen Werke von r. PescIiJca, 
Kotirte Ebenen und deren Anwendung. Brtluu, 1882; ferner 
bei Wimer a. a. 0., Bd. U, 8. 388—402. 

18) Zti S. 130. Monge zählt die beiden Hälften, iu welche 
die durch Eotation des Kreisbogens ÄBEB um AB als Axe 
erzeugte ümdrehungsHäehe von der Ebene yiß''' zei'sehnitten 
wird, als zwei verschiedene Schalen, sodass also durch Kota- 
tion des ganzen Kreises ADEBEA um AB als Axe vier 
Schalen entstehen, während der jetzige Sprachgebrauch nur 
zwei Schalen unterscheidet. — ' 

Bei der Ausführung der Constiiiction [B. 131)) kann man 
natürlich mit demselben Kechte auch die Punkte ^", P, "Q" 
statt .V", F", Q" (Fig. 57) venvenden. 

19) /iîf -S'. 141. lu der dritten Ausgabe von Mangel Géo- 
métrie descriptive vom Jahre 1811 wird in einer Aumer- 
liuug noch besonders darauf hingewiesen, dass die Spitzen 
zweier von den drei geraden ICreistegelu iu einem und demselben 
l'unktc, nämlich der unteren Ballonstation [irrthümlich ist dort 
gesagt im Punkte A] liegen, und dass sich daher diese beiden 
Kegel, da ihre Axen gegeneinander geneigt sind, in zwei ge- 
raden Linien schneiden müssen, welche sich nach dem Ver- 
fahren des Artikel 83 sehr leicht coustruiren lassen. Dann 
sind nur noch die üurchschnittspunkte dieser beiden Geraden 
mit dem dritten geraden Kreiskegel, dessen Spitze in der 
oberen Station liegt, zu constrnireu und derjenige von ihnen, 
welcher dem Punkte B entspricht, auszuwählen. 

20) Zu S. 142. Bei diesen Messungen bleibt der Höhen- 
unterschied zwischen dem Punkte A und dem Aiifstiegplatae 
des Ballons unbestimmt; will man diesen ebenfalls erfahren, 
so mnsä noch die senkrechte Höhe der unteren Ballonstation 
über der Erdoberfläche gemessen werden. 

21) Zii S. 145. Monge, setzt hier stillscliweigend voraus, 
dass die Curve /.; auf dem betrachteten Stücke weder einen 
Wendepunkt noch einen Rflckkehvpunkt erster oder zweiter 
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210 Anmerkungeii. 

Art Ijcsitzt; nur Uauu liât die Oilïvu ii iii dum l'imkÉ.o l\, in 
welchem aie die Curve /.; trifft, einen Kflckkcliïpuiikt erster 
Art. Treffen diese Voraiissetznngen niclit zu, ao kann der 
l'unkt î\, in welchem die Curve k von der Curve u geti'offen 
ivird, fiir die letztere ein gewölmlicher Punkt, Wendepunkt 
oder Rückkehrpunkt zweiter Art (SchDabelapitze) sein. Die 
vcrachiedenen möglichen Fälle findet man vollständig aufgezfllilt 
bei Chr. Wie^ier (a. a. 0-, Bd. I, S, 204—207). 

22) Zii S. 146. Jacques de. Vatumison frielitiger Voeanmn] 
(1709 — 1782) war ein bei'flhuiter Mechaniker, welcher allerlei 
mecbaniaohe Knnstwerke verfertigt hat; so conatruirte er in 
seiner früheaten Jugend eine richtig gehende Uhr von Holz, 
später einen Flötenbläaer, Tambonrinachläger und andere 
Kunstwerke, Dann wendete er sich nützlicheren Dingen zu 
und construirte Maschinen für verschiedene Industriezweige, 
so z. B. für die Seidenspinnerei. Nachdem er im Jahi'c 1746 
Mitglied der Pariser Akademie geworden war, hat er in deren 
Abhandlungen verschiedene der von ihm erfundenen Meelia- 
niamen beschrieben. Bei seinem Tode hintcrliess er seine 
reiche Sammlung mechanischer Kunstwerke der Königin Marie 
Antoinette, welche dieselbe der Akademie überwies. Die 
Sammlung wurde aber bald verstreut, wohl in Folge von Brb- 
streit^keiten , sodass heute von den einst viel bewunderten 
Kunstwerken kein einziges mehr erhalten ist 

23) Zu S. 150. Als ïPolcurve« der Raumcurve u be- 
zeichnet mau jetzt speeiell die auch von Monge später (S. 151] 
erwähnte Eflckkehrkante der EvolntenHäche, deren geradlinige 
Erzengende (,(,,,.. die lîrUmmungsasen der Curve u heissen. 
Zwischen einer Raumcnrve und ihrer Polcurve besteht bekannt- 
lich eine wei^ehende Keciprocität. 

Die Begriffe der ßflckkehrkante und der Charakteristik, 
welcher lotztare aber in der Géométrie descriptive nicht be- 
nutzt ist, sind von Mornjc- erat in die Geometrie eingeführt. 

24) /*( iS'. 102. Ein einfaches Beispie! fflr derartige Flä- 
chen, bei welchen die sämmflichen Punkte einer bestimmten 
Curve die Eigenschaft der Nabelpunkte haben, liefert die 
Umdrehungafiäohe , welche man erhält, wenn man die Ellipse 

-i + TT = 1 , (a ■> /') um die Parallele zur --^-Axe x = 

ar ' h^ ' ^ '^ ' a 

rotireu lässt. Die von dem kleineren der beiden Theile, iu 
welche die Kotationsaxe den Ellipsenbogen zerschneidet, er- 
zeugte Schale dieser Kotationsdäche besitzt längs des Aequa- 
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tors lauter Punkte sphärischer Kriitumiing, wie man sofort 

erkennt, wenn man beachtet, tlass der Paukt x = , 

z = n der KrttmmHngsmittelpiinkt dea Scheitels x =' a, ■-: = " 

ist. Wälilt man die Gerade x ^ c (u ^ c <| ) als Ko- 

tationsaxe, so haben auf der jetzt von dem kleineren Ellipsen- 
bogen erzeugten Sehale der Fläche zwei symmetrisch zur Ebene 
~., = o gelegene Parallclkreise die Eigenschaft, dass ihre sämmt- 
iielien Punkte Nabelpunkte der Fläche sind ; je mehr die Ko- 
tationsase sich der ;i>-Axe nähert, um so mehr nähern sich 
diese ausgezeichneten Parallelkreise den Polen der Fläche, bis 
sie sich schliesslich fllr das eigentliche Rotationsellipsoid iinf 
diese selbst reduciren. 

Das Beispiel ist insofern apeeiell, als die Linie der I*nnkte 
sphäilscher Krümmung mit einer Ki-ömmungslinie zusammenfällt, 
was im Allgemeinen nicht der Fall ist. 

25) Zu S. IGP,. Geschichtliche Ueberblicke über die Eut- 
wickelung der Theorie der Minimalflächen sind gegeben von 
//, A. Sdmarx (Gesammelte mathemaüache Abhandinngen, Bd. I, 
S. 168) und G. Darboux (Leçons sur la théorie générale des 
aurfaces, Bd. I, 8. 267). Hier sei nur daran erinnert, dass 
Motige zuerst die vou Laffvange. aufgestellte Dtflerentialgleichnng 
der Minimalflächen integiirt hat (s. Application de l'analyse à 
la géométrie, § 20). 

Der durch Mcmge'a Ausdrncksweise nahe gelegten Fi'age, ob 
ein bestimmtes MinimalflUchenstilck wirklich kleineren Flilohen- 
iulialt besitzt als alle demselben benachbarten, von derselben 
Itandlinic begrenzten Flächenstflcke, hat J[. A. Hel^oarK, mehrere 
seiner ausgezeichneten Abhandlungen tlber Minimalfiächen ge- 
widmet (Ges. math. Abhandlungen, Bd. 1, S. 151, 223, 270). 

26) /Ai S. lUC). Der Begriff der Kriimmungslinien ist eben- 
falls von Monije in die Wissenschaft eingeführt worden und 
findet sich zuerst in dem Mémoire snr la théorie des déblais 
et des remblais (Mém. de l'acad. des sc, de Paris, 1781. 
8. 666). In einer seiner bertilimtesteu Alilumd hingen (Sur les 
lignes de courbure de la surface de l'ellipsoidc, 
.Ton™, de l'cc. polyt., 1796, lieft 2, S. 145; Appl. de l'an.^ 
lySo à la géom., § 16) stellte er dann die (ileîchungeu fllr 
die Krliminnngslinicn des Ellipsoïdes auf. 

Die jetzt übliche Bezeiclinuiig llauptkr fimraungen bat 
Monge nirgends gebraucht. 
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212 An m er klingen. 

"27) Zu S. 107. Für jeden î\al)clpTiukt einer Fläche litibcu 
tlie beiden Schalen ihrer sogenannten Centrafläche einen Punkt 
gemeinsam; ftir jede Octscnrve von Punkten sphärischer Ki'flm- 
mung besitzt die Centrafläche eine Doppeliinie, in welcher sieh 
ihre beiden MStutel rechtwinklig durchdringen. Bei gewissen 
Flächen, z. 1Î. dem dreiaxigen EUipaoid, dnrchschneiden sich 
die beiden Mäntel ihrer Centrafläche noch in anderen Curven, 
aber nicht rechtwinklig; solchen Curven entsprechen diiiin auf 
der Fläche keine Linien sphärischer Krümmung. 

Weiteres Über Centraflächen findet man bei 

Monge, Application de l'analyse à la géométrie, § 22; 

Darhotix, Le(;ons snr la théorie générale des surfaces, Bd. III, 
S. 334. 

28) Zu S. 172. Diese drei Znsätze fehlen in den späteren 
Ausgaben der Géométrie descriptive. 

29) 'Au ti. 173. Sind die drei Leitcui-ven /.;,, /;,, k^ bez. 
von der Ordnung ,w,, fi^, ft^, nnd schneidet keine derselben 
eine der andeni, so ist der Grad der geradlinigen Fläche gleich 
2 ft,ii^iiy Aus diesem Satze folgt nnmittelbar, daas die ge- 
radlinige Fläche vom zweiten Grade ist, wenn die drei Leit- 
curvenfc,, /;„ /c, windschiefe gerade Linien sind, und zwar 
ein hyperbolisches Paraboloid oder ein einschaliges Hyper- 
boloid, je nachdem die drei Geraden zu einer und dei-selbeiL 
Ebene parallel sind oder nicht. 

In der Originalausgabe findet sieh am Ende des zweiten 
Zusatzes noch ein kurzer Abschnitt von wenigen Zeilen, in 
denen Monge selbst angiebt, dass die Gleiohnngen dieser wind- 
schiefen Flächen nüt doppelter Erzeugungsweise vom zweiten 
Grade sind und wegen dieses Punktes auf sein oft genanntes 
Werk Application de l'analyse à la géométrie (§ XXI) 
verweist. Da dieser Abschnitt aber oifenbar verstllmmelt ist, 
so habe icli ihn in dieser Ausgabe fortgelassen. 

Giessen, den 1. Decembcr 1900. 

Itoliert HaiirsDCr. 
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Inhiiltsübersicht. 



fgalic und Methode der dai-Htelleiuleii Geometrie. 
Eleraentavo Aufgaben. 

1. Aufgabe iler darsteUendeii üeomctiic ;s 

—9. Betrachtungen liber die Bestimmung der Lage 

eines Punktes im Eaume. Projectionsnietliütlc . a 
ä— 5. Verschiedene Mügliulikeitoa, die Lage eines 

Piinlites zu bestimmen ;! 

fi— 8, Projectionsmethode 10 

3, Wahre Länge einer dnrcli ilire Projoetioncn 

gegebenen Streclfe 14 

10. Vergleich der darstellenden Geometrie mit der 

Algebra 17 

-13. Grundsätze für die DarsteUmig der Gestdt luid 
Lage von Flächen. Anwendung derselben auf 

die Ebene IH 

-22. Liianng mehrerer elementaren Aufgaben ü;i 

14. Parallele zu einer Geraden durch einen PiinUt 2;! 
"5. Parallelebene zu einer Ebene durch einen 
Punkt 2?. 

16. Loth von einem Punkte auf eine Ebene ; t'uss- 
pnnkt desselben 25 

17. Ebene durch einen Punkt senkrecht zu einer 
Geraden 27 

18. Sclinittgerade aweier Ebenen 28 

19. Neignngs Winkel zweier Ebenen 2H 

20. Winkel zweier Geraden I-Sü 

21. Neignngswinkc! einer Geraden gegen eine 
Ebene ;(1 

22. Réduction eines Winkels auf den llovi;coiit . ;12 
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